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Résumé

Cette these décrit les fondements théoriques d’un langage de programmation
fonctionnel d’ordre supérieur, typé, adapté a la manipulation de documents
XML. La premiere partie présente les bases sémantiques : algebre de types
avec types récursifs, combinaisons booléennes et constructeurs fleche et produit ;
définition d’une relation de sous-typage sémantique en passant par une notion
de modele ensembliste des types ; présentation du noyau fonctionnel du langage,
en particulier son systéme de types et sa sémantique dynamique dirigée par les
types. La deuxieme partie étudie les aspects algorithmiques : calcul de la relation
de sous-typage et compilation optimisée du filtrage par motifs. La troisieme
partie présente le langage CDuce, construit au dessus du noyau fonctionnel, ainsi

que certaines des techniques originales mises en ceuvre dans son implémentation.

Abstract

This thesis describes the theoretical foundations of a type-safe and higher-order
functional language, adapted to the manipulation of XML documents. The first
part presents the semantical bases : type algebra with recursive types, boolean
combination, arrow and product constructors; definition of a semantic subty-
ping relation via a set-theoretic notion of model for types; description of the
functional kernel of the language, in particular its type system and its type-
driven dynamic semantics. The second part focuses on the algorithmical as-
pects : computing the subtyping relation and compiling pattern matching with
optimizations. The third part presents the CDuce language, built on top of
the functional kernel, together with some of the original techniques used in its

implementation.
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Chapitre 1

Introduction

1.1 Motivations, objectifs

L’objectif initial du travail de recherche présenté dans cette these était de
proposer un langage de programmation fonctionnel adapté a la manipulation
de documents XML [XML], avec des traits généralistes. Ce travail poursuit
Veffort de recherche initié dans la thése d’Hosoya [Hos01]. Il a débouché sur
la définition du langage CDuce et son implémentation. Cette theése présente
les bases théoriques, sémantiques et algorithmiques, sur lesquelles reposent ce
langage.

1.1.1 Langages de programmation

Lorsqu’il s’agit de développer une application informatique, une des ques-
tions a se poser est celle du choix du langage de programmation. Ce choix peut
étre guidé, entre autres, par les considérations suivantes :

— Puissance expressive du langage par rapport au domaine d’application
considéré : le langage permet-il d’exprimer facilement les opérations et les
calculs que doivent effectuer ’application 7

— Sireté : le langage aide-t-il le programmeur a éviter les erreurs de program-
mation (par exemple, en mettant en ceuvre des vérifications automatiques,
ou en encourageant un certain style de programmation) ?

— Efficacité : les applications développées dans le langage sont-elle suffisam-
ment rapides pour 1'usage qui leur est destiné?

Ces questions ne sont pas en général completement indépendantes. Une plus
grande puissance expressive passe en général par la présence dans le langage de
constructions de haut niveau, tres déclaratives. Ces constructions permettent
d’exprimer de maniere concise et idiomatique des opérations complexes, ce qui
permet au programmeur de ne pas avoir a se soucier de problemes de bas ni-
veau et de se concentrer sur l'architecture et la correction de son programme.
Ces constructions de haut niveau posent des questions intéressantes de compila-
tion et d’efficacité : leur aspect déclaratif rend nécessaire la mise en place d’une
stratégie d’évaluation efficace. Enfin, les techniques d’analyses automatiques uti-
lisées pour vérifier la stireté des programmes peuvent donner au compilateur des
informations précises pour « comprendre » les programmes et ainsi les compiler
plus efficacement.
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Cette these part de 1'idée qu’'un langage de programmation dédié, ou au
moins congu spécifiquement pour un usage particulier, peut manipuler certains
concepts spécifiques d’une maniere plus adaptée qu’'un langage généraliste. Une
variante de ce point de vue consiste a dire qu’en étudiant ce qui est spécifique a
un domaine particulier en terme de programmation, on gagne en compréhension
sur ce domaine, ce qui peut inspirer des extensions des langages généralistes, ou
encourager une certaine méthodologie de développement pour ce domaine.

Le domaine considéré dans cette these est celui des applications qui mani-
pulent des documents XML.

1.1.2 XML

Extensible Markup Language [XML] est un format de fichier destiné a re-
présenter sous forme textuelle des données arborescentes. On peut considérer
XML comme une syntaxe concrete pour un modele abstrait d’arbre. Il n’y a pas
de consensus sur la nature exacte de ce modele de document, mais dans une
vision simplifiée, les arbres XML sont des arbres d’arité variable, dans lequel les
nceuds (appelés éléments) sont étiquetés et possedent chacun un ensemble fini
d’attributs textuels, et dont les feuilles sont des caracteres.

Voici un exemple de document XML :

<animal kind="insect">

<name>Bumble bee</name>

<comment>There are about <strong>19</strong> different species
of bumblebee.</comment>

</animal>

Dans cet exemple, animal, name, comment et strong sont des étiquettes (tags).
Les balises <...> et </...> indiquent respectivement le début et la fin d’un
élément. Une des conditions de bonne formation des documents XML est celle
du bon parenthésage de ces balises, qui permet de voir les documents comme
des arbres. Dans I'exemple ci-dessus, la racine est I’élément d’étiquette animal,
il possede deux éléments fils name et comment, ainsi que des caracteres blancs.
L’élément comment possede comme fils des caracteres et un élément strong. La
racine possede de plus un attribut kind dont la valeur est la chaine de caracteres
"insect". Dans un document XML bien formé, le méme élément ne peut définir
deux fois le méme attribut.

La spécification XML n’attribue aucune sémantique aux documents, aux
étiquettes de leurs éléments, aux attributs. Elle se contente de spécifier quelles
suites de caracteres représentent effectivement un arbre XML. Ce faisant, elle en-
courage un certain modele de document abstrait (les arbres). Une application qui
peut représenter ses données sous forme d’arbre XML peut utiliser XML comme
format de stockage externe. De méme, deux applications qui doivent s’échanger
des données arborescentes peuvent utiliser XML comme format d’échange. Dans
les deux cas, les applications ne travaillent pas sur n’importe quels documents
XML, mais seulement sur une certaine classe, définie par les étiquettes autori-
sées pour les éléments, leurs possibles structures d’imbrication, les attributs qui
doivent étre définis, qui peuvent 1’étre ou non, et la forme de leurs valeurs le
cas échéant, la présence autorisée de données textuelles (caractéres) a certains
endroits, ...



1.1. Motivations, objectifs 21

On peut donc distinguer deux niveaux de correction pour les documents
XML :

— une notion de bonne formation syntaxique, définie de maniere universelle
par la spécification XML, et qui est la condition nécessaire et suffisante
pour pouvoir interpréter un document comme un arbre XML ;

— une notion de validité par rapport a un certain nombre de contraintes sur
la structure et le contenu des documents, spécifiques a une application ou
a un groupe d’applications qui se mettent d’accord.

Un ensemble de contraintes de validité est appelé un schéma, ou un type XML.
La validité suppose la bonne formation, puisque les contraintes portent sur le
modele abstrait (arbre) et non sur la représentation textuelle des documents
XML. Le fait de séparer ces deux notions de correction permet de développer
certains outils génériques, qui travaillent sur n’importe quel type de documents
XML (comme des parsers, des éditeurs, des outils de requéte, de transformations,
de mise en page, ...), et de se placer & un niveau suffisamment abstrait (les
arbres) pour exprimer les contraintes des schémas. Les questions syntaxiques,
comme la maniere d’écrire des commentaires, d’inclure des fragments externes,
d’encoder les jeux de caractere, de protéger les caracteres spéciaux sont réglées
une fois pour toutes par la spécification XML, et les applications qui veulent
utiliser XML peuvent se placer au niveau conceptuel du modele abstrait.

Si les outils XML génériques travaillent par nature sur des documents XML
arbitraires, les applications qui utilisent XML comme format de stockage ou
d’échange d’information travaillent en général avec un ou plusieurs types XML.
Décrire de maniere formelle ces types (ou une certaine approximation des con-
traintes sur les documents) permet de les voir comme des spécifications non
ambigués, et d’utiliser, par exemple, des outils de validation ou d’édition qui
prennent en compte les types. Il existe plusieurs langages pour décrire de ma-
niére formelle des types XML : DTD (partie intégrante de la spécification XML),
XML-Schema [SCH], Relax-NG [REL], ...Dans une DTD, on spécifie les éti-
quettes d’éléments autorisés dans le document, et pour chaque étiquette, on
indique les attributs optionnels ou obligatoire, et on contraint le contenu par
une expression réguliére (avec une contrainte de non-ambiguité forte sur les ex-
pressions régulieres). Dans une spécification XML-Schema, le modele de contenu
ne dépend pas seulement de I’étiquette de 1’élément, mais aussi de sa position
(de son contexte) dans 'arbre ; cela permet d’exprimer des contraintes plus fines.
XML-Schema possede de plus une notion de « type simple », pour spécifier la
forme des valeurs atomiques dans les documents (les attributs, par exemple) et
la maniere de les interpréter (comme un entier, un date, ...).

1.1.3 Programmer avec XML

Lorsque 'on développe une application qui manipule des documents XML,
on peut se placer a différents niveaux conceptuels pour appréhender les docu-
ments :

— Niveau 0 : l'application considere les documents XML comme des fi-
chiers textes. C’est & ce niveau que se situent les parsers, qui vérifient
les contraintes de bonne formation des documents XML, et exposent leur
structure au reste de I'application. Il est & peu pres impossible de faire
quelque autre traitement intéressant que ce soit a ce niveau, sans casser
I'abstraction du modele de document abstrait. Ainsi, une simple recherche
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de texte dans un document XML ne peut s’effectuer & ce niveau, car le
méme texte peut étre représenté de nombreuses manieres dans un docu-
ment XML.

— Niveau 1 : I'application considere les documents XML au travers d’un
parser, mais sans prendre en compte les types XML. Celui-ci fournit une
certaine interface pour accéder aux documents et a leur structure. Par
exemple, DOM [DOM] permet de voir les documents XML comme des
graphes, de naviguer dedans, et de les modifier en place. L’interface SAX
expose a l'application un flux d’événements syntaxiques rencontrés dans
le document XML (comme le début ou la fin d’un élément XML, ou une
zone de texte), c’est-a-dire une suite de commandes qui permettrait de
reconstruire progressivement 'arbre XML associé au document. L’appli-
cation est cependant libre de ne pas construire explicitement cet arbre, et
de le traiter « en flux ».

— Niveau 2 : 'application manipule des documents XML en en connaissant le
type. Le langage de programmation doit permettre de suivre ces types au
cours du programme, soit en traduisant d’une certaine maniere les types
XML en des types généralistes (langages généralistes), soit en prenant en
compte directement les types XML (langages dédiés). L’application utilise
le systeme de types du langage pour garantir certaines propriétés sur le
type des documents manipulés.

Une application développée dans un langage classique peut naturellement
se placer aux niveaux 0 ou 1. Si elle utilise un parser XML validant, celui-ci
pourra se charger de vérifier que les documents en entrée de ’application sont
bien du type attendu, mais cette information est alors oubliée, et I'application
ne voit qu’'un arbre XML générique, a priori quelconque, et elle ne peut pas
bénéficier du fait que le document est bien typé. Il est également possible de
travailler au niveau 2 avec un langage généraliste : il suffit d’établir une mise
en correspondance entre les types XML et ceux du langage de programmation.
C’est ’approche dite data-binding qui consiste a utiliser les constructions d’un
langage de programmation généraliste pour représenter les données XML en
fonction de leur type. Un outil externe peut par exemple prendre une spécifica-
tion de types XML (DTD, XML-Schema, ... ), et produire des déclarations de
types (ou classes) dans le langage de programmation. Cette traduction des types
introduit en général plus de structure dans les données que leur représentation
XML, ce qui limite la souplesse des types XML, et elle impose en général des
approximations importantes. Par exemple, on peut spécifier dans une expression
réguliere qu’'une séquence n’est pas vide (en remplacant une étoile de Kleene x
par +), mais si 'on veut pouvoir manipuler dans le langage des séquences po-
tentiellement vides et des séquences nécessairement non vides avec les mémes
opérations, ces deux catégories d’objets seront représentées avec le méme type
de données, ce qui signifie que I'on oublie une des contraintes spécifiées par le
type XML. Il est parfois possible d’utiliser des caractéristiques particulieres du
langage héte (polymorphisme paramétrique, surcharge, ...) pour encoder plus
finement les contraintes issues des types XML.

Une autre approche consiste a définir un nouveau langage avec un systeme de
types congu des le départ pour représenter les contraintes des types XML. C’est
cette approche qui est retenue dans cette these. Lorsque les traits de langage
et le systeme de types adapté a XML sont suffisamment bien compris, on peut
envisager d’étendre un langage existant et son systéme de types pour le faire
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bénéficier de ces nouvelles caractéristiques.

Considérons un scénario simple d’application XML. L’application prend un
document XML en entrée, et effectue certains calculs pour produire finalement
un nouveau document XML. La spécification de cette application donne un
type XML t; de documents en entrée, et un type XML t; en sortie. Il s’agit
d’un contrat qu’elle passe avec le monde extérieur : le monde extérieur s’engage
a lui fournir un document de type t; et elle s’engage, si c’est bien le cas, a
produire un document de type ts. En pratique, comme il n’est jamais possible
de faire confiance au monde extérieur, 'application commencera par vérifier que
le document qu’elle recoit est bien de type t1, et indiquera une erreur si ce n’est
pas le cas.

Si I’application est écrite au niveau 2 ci-dessus, on peut utiliser le systeme de
types du langage pour vérifier statiquement, au moment de compiler ’applica-
tion, que la transformation vérifie bien ce contrat (que 'on peut noter t;—ts).
En fait, si le systeme de types du langage n’est pas suffisamment adapté a XML
pour représenter exactement les contraintes exprimées par les types XML ¢; et
to, il sera nécessaire d’utiliser une approximation, donc de garantir un contrat
moins fort, mais cela permettra tout de méme d’avoir une certaine garantie
statique.

1.2 XDuce

1.2.1 Présentation

Cette these s’inscrit dans la ligne de recherche initiée par Hosoya dans sa
these [Hos01] et dans le projet XDuce [HP00, HVP00, HP03]. XDuce est un
langage de programmation dédié a XML, construit sur une algebre de types
expression réguliere, proche des langages de schéma XML classiques (DTD,
XML-Schema, Relax-NG). Il repose sur :

— un codage interne [HVP00] des documents XML qui permet d’aborder
les problemes de typage avec des méthodes issues de I'algorithmique des
langages réguliers d’arbre ;

— un systeme de types du genre DTD, mais dans lequel le contenu d’un
élément n’est pas imposé uniquement par son étiquette, mais aussi par sa
position, et sans la restriction de déterminisme des DTD ;

— une interprétation des types comme des ensembles de documents, qui mene
naturellement & définir le sous-typage < comme l'inclusion des ensembles
dénotés (on parle de sous-typage sémantique, ou ensembliste) ;

— une opération de filtrage (pattern-matching) [HP01, HP02], avec une al-
gebre de motifs adaptée a l'extraction d’information de documents XML.

XDuce est un langage fonctionnel, dans la mesure ou les programmes sont
essentiellement des expressions a évaluer. Les résultats des calculs sont des va-
leurs, qui sont en ’occurrence des arbres XML.

Dans XDuce, les types sont interprétés comme des ensembles de valeurs.
Cette vision des types n’est pas classique dans le monde des langages de pro-
grammation, ou les types sont généralement considérés comme une spécification
de la forme des valeurs, de leur représentation physique et de leur comportement.
Elle est néanmoins tout a fait naturelle dans le cadre de XML : en effet, les types
représentent des contraintes sur la structure des documents, mais les documents
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existent indépendemment de leur type, et certaines opérations génériques ont
tout leur sens sur n’importe quel type XML. Les types XML ne sont donc la que
pour spécifier, voire seulement partiellement, la structure des documents XML.
Il faut pouvoir voir le méme document sous plusieurs types différents, car cela
ne revient en fait qu’a garder en téte plus ou moins de contraintes. Le corollaire
de cette vision des choses est une relation de sous-typage ensembliste : un type
t1 est décrété sous-type de t5 si ’ensemble des valeurs de type t1 est inclus dans
I’ensemble des valeurs de type 3, ou, autrement dit, si les contraintes exprimées
par t; sont au moins aussi fortes que les contraintes exprimées par ts. Le sys-
teme de types du langage est alors construit de sorte a ce que le programmeur
puisse utiliser une expression de type t; partout ou une expression de type t5 est
attendue, et cela de maniere transparente, sans devoir explicitement introduire
une coercion de types.

En particulier, toute la théorie équationnelle des expressions régulieres peut
étre utilisée de maniere transparente. On peut voir une valeur de type A+ au
choix comme une valeur de type A Ax ou de type A * A, c’est-a-dire isoler dans
une séquence non vide soit son premier élément, soit son dernier élément. Ces
trois types sont équivalents, et une fonction définie sur I'un des trois pourra étre
appliquée aux deux autres.

Le modele de calcul de XDuce est fonctionnel : un programme est un en-
semble de fonctions mutuellement récursives, chacun étant définie par des fil-
trages a base de motifs, inspirés de ceux de ML. De méme qu’en ML les construc-
teurs de motifs correspondent aux constructeurs de types et de valeurs, en
XDuce, les motifs sont des généralisations des types : ce sont des expressions
régulieres, avec des variables de capture. Cela encourage un style de program-
mation dans lequel les applications sont structurées autour du type des données
XML qu’elles doivent traiter. Les fonctions récursives correspondent aux défi-
nitions de types XML récursifs, et chaque filtrage permet d’inspecter un sous-
arbre (sa racine, ses fils, ... ). L’opération de filtrage est un exemple d’opération
déclarative, de haut niveau, que je mentionnais dans la Section 1.1.1.

Cette these reprend les idées de XDuce, résout certains des problemes ou-
verts mentionnés dans la these d’Hosoya, et propose un nouveau langage, appelé
CDuce, qui étend XDuce dans un certain nombre de directions. Je parlerai tres
peu de XML dans cette these. Le lien qui existe entre XML et CDuce est le
méme que celui qui existe entre XML et XDuce, et le lecteur intéressé est donc
invité a se reporter aux travaux sur XDuce.

1.2.2 Codage interne

XDuce travaille avec deux représentations des documents XML. La forme ex-
terne représente les documents comme des arbres d’arité quelconque ; la forme
interne utilise des arbres binaires, ce qui est plus agréable techniquement (voir
également [MSVO00]). Cette derniére est définie par la syntaxe (on fixe un en-
semble d’étiquettes d’éléments, dont on note I un élément générique) :

vi=c¢|l(v,v)

Ces objets représentent des séquences d’éléments ; la séquence vide est représen-
tée par € et I(v1,vs2) est la séquence qui commence par un élément de tag I, de
contenu v1, suivi par la séquence vs.

Par exemple, le document :
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<person>
<name></name>
<email></email>

</person>

est codé en forme interne par :
person(name(e, email(e,€)), €)

Les types sont des expressions qui représentent des ensembles de séquences
d’éléments. Les types ont également deux représentations dans XDuce. Dans la
forme externe, la syntaxe des types est :

T ==
()  séquence vide
| X type déclaré
|  1[T] élément XML
| T,T concaténation
| T|T réunion

Pour chaque nom de type X, on suppose donnée une déclaration de la forme :
type X =T

L’interprétation de ces types comme ensembles de séquences est claire, et il
est possible de définir I’étoile de Kleene comme du sucre syntaxique dans cette

représentation.
Pour la forme interne, on utilise des automates d’arbre binaire. Notons
X, Xo, X1, ... les états, et supposons donnée pour chacun la description de ses

transitions, c’est-a-dire un type interne. Les types de l'algebre interne sont dé-
finis par les productions ci-dessous :

0 type vide

€ singleton séquence vide
|  U(X,X) élément XML
| T|T réunion

M(Xo) = €
M(Xl) = name(XO,Xg)
M(Xs) = email(Xp,X2)|e€

Le type person(X7, X) représente les séquences constituées d’un seul élément
person, qui a pour fils exactement un élément vide name, suivi d’'un nombre
quelconque d’éléments vides email. Autrement dit, ce type correspond a 1’élé-
ment person défini par la DTD :

<!ELEMENT person (name,mailx)>
<!ELEMENT name EMPTY>
<!ELEMENT email EMPTY>
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La forme interne des documents et des types de XDuce est assez spécifique
a XML, ou les étiquettes jouent un role particulier. En fait, la forme interne
n’utilise que des caractéristiques bien connues en théorie des types : types de
base singletons (pour les étiquettes et la séquence vide), types produit (pour la
structure d’arbre), types récursifs et types réunion (pour coder les expressions
régulieres). On pourrait d’ailleurs réinterpréter la théorie sous-jacente & XDuce
en termes de types produit, types réunion, et types récursifs. Au lieu de noter
1(X1,X>2), on noterait [xX;x X, olt [ est un type de base singleton, et X est
le constructeur de type produit cartésien. Le type donné en exemple ci-dessus
serait écrit :

person X (name X € X (ua.(email X € X &) V€)) X €

ou la notation pa. ... introduit un type récursif.

CDuce travaille directement au niveau de la forme interne, et utilise effecti-
vement des constructions généralistes, comme le constructeur de type produit
cartésien, ou le constructeur d’enregistrement (pour représenter les attributs
XML). Les notations XML ne sont vues que comme du sucre syntaxique. La
Section 10.4 présente 'encodage de XML en CDuce.

1.3 Survol rapide de la these

1.3.1 Fondations théoriques et sémantiques

Un des apports majeurs de CDuce par rapport a XDuce est I'ajout des
fonctions de premiére classe et d’un constructeur de type fleche —, sans stratifier
les types, de sorte a pouvoir mélanger librement types fleche et types XML. J’ai
choisi de travailler au niveau de la représentation interne des types XDuce, dans
laquelle les types XML sont représentés par des types réunion et produit, et des
types récursifs.

J’ai donc été amené a étudier un A-calcul avec types fleche, types produit,
types réunion et types récursifs. La difficulté technique principale a été de préser-
ver l'approche ensembliste pour définir le sous-typage. Cette approche ensem-
bliste, qui consiste a définir le sous-typage comme une inclusion ensembliste,
permet de mener de maniere confortable I’étude méta-théorique du systeme. La
démarche adoptée consiste a faire un détour par une notion de modele purement
ensembliste.

Pour pouvoir ajouter par la suite un filtrage inspiré de celui de XDuce, qui
peut effectuer des tests de type a ’exécution, ce calcul posséde une opération
de test de type. La sémantique est donc dirigée par les types, et pour en rendre
compte au niveau du typage, le calcul et I’algebre de types permettent d’ex-
primer des fonctions surchargées. Intuitivement, si 'on interprete le type t—s
ensemblistement comme ’ensemble des fonctions dont le résultat est de type
s dés que I'argument est de type ¢, il est naturel de définir la surcharge des
fonctions par une simple intersection. Une fonction de type (t1—s1)A(t2—s2)
est simplement une fonction surchargée, qui vérifie en méme temps la contrainte
du type (t;—s1) et la contrainte du type (to—s3). Quitte & raisonner ensem-
blistement, et a introduire I'intersection pour les types fleche, il semble naturel
de travailler de maniere uniforme, avec des combinaisons booléennes arbitraires
(réunion, intersection, différence) pour tous les constructeurs de types. Dans
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XDuce, les connecteurs d’intersection et de différence sont utilisés en interne
dans ’algorithme d’inférence de type pour le filtrage ; les exposer dans ’algébre
de types permet aussi de simplifier la présentation de cet algorithme.

Les quatre premiers chapitres techniques de cette these étudient cette al-
gebre de types et le calcul correspondant. Cette étude constitue les fondements
théoriques du langage CDuce.

Le Chapitre 2 introduit un formalisme abstrait pour manipuler des algebres
de types (ou d’autres objets) récursifs. Ce formalisme permet de s’affranchir
de détails d’implémentation et d’optimisation (comme le partage plus ou moins
poussé de structures cycliques) ou d’artifices de présentation (représentation
syntaxique avec des lieurs récursifs et les problemes de renommage associés;
environnements de définitions récursives globales qu’il faut trainer dans tous les
énoncés).

Le Chapitre 3 définit ’algebre de types, en utilisant une représentation non
syntaxique. La récursion est prise en compte par le formalisme du Chapitre 2,
et les combinaisons booléennes sont représentées sous une forme qui permet
d’obtenir une présentation agréable des algorithmes. Cette représentation est
choisie de sorte que tout ensemble fini de types puisse étre saturé en un ensemble
fini stable par combinaison booléenne et par décomposition des constructeurs
(fleche et produit).

Le Chapitre 4 s’attaque a la définition d’une relation de sous-typage ensem-
bliste pour I'algebre de types. Le défi posé par les fonctions d’ordre supérieur
provient de la circularité que ’on introduit entre le systeme de types, la rela-
tion de sous-typage et la définition ensembliste des types. Dans XDuce, il est
possible de donner directement une sémantique ensembliste des types comme
des ensembles de valeurs, car les types ne sont rien d’autre que des automates
d’arbre. Le sous-typage correspond alors simplement a 'inclusion de langages ré-
guliers d’arbre, et on peut I'utiliser pour typer le calcul lui-méme. Dans CDuce,
les valeurs et les expressions du calcul sont intimement liées ; en effet, les fonc-
tions sont des valeurs, mais pour savoir si une fonction est dans I'interprétation
d’un type, il est nécessaire de disposer de I'intégralité du systeme de types (pour
pouvoir typer le corps de la fonction).

Je leve cette circularité en introduisant une notion de modeéle ensembliste
de Palgebre de types, qui permet de considérer des interprétations ensemblistes
avant méme d’introduire le calcul (et son systeme de types). Cette définition
de modele capture l'intuition que l'on a du comportement des fonctions (en
fait, des types fleche), sans figer la nature concrete des éléments du modele.
Les conditions pour qu’une interprétation ensembliste soit un modele doivent
capturer les propriétés sémantiques du calcul qui ont de I'importance au niveau
du typage. Tous les raisonnements sur la relation de sous-typage se font de
maniere sémantique en travaillant dans des modeles, et cela permet de dissocier
les aspects algorithmiques liés au calcul de cette relation et son utilisation dans
le systeme de types. En particulier, toute I’étude méta-théorique de la relation
de sous-typage et des opérateurs associés peut se faire sans considérer les regles
tres complexes de I'algorithme de sous-typage.

Le Chapitre 5 introduit enfin le calcul a proprement parler, son systeme de
types (qui utilise la relation de sous-typage), et sa sémantique (qui est dirigée
par les types). Outre le résultat classique de sireté (préservation du typage
par réduction et absence d’erreur de type a l’exécution), le théoréme principal
(Théoreme 5.6) est que l'ensemble des valeurs du calcul est bien un modele,
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au sens de la définition du Chapitre 4, et qu’il induit la méme relation de sous-
typage que celle qui a été utilisée pour définir le systeme de type. Autrement dit,
la boucle est bouclée, car la relation de sous-typage correspond bien a posteriori
a 'inclusion des ensembles de valeurs dénotés par les types.

Le Chapitre 6 ajoute au calcul une opération de filtrage a base de motifs, qui
reprend 'opération correspondante de XDuce. En fait, cette opération généra-
lise le test de type dynamique présent dans le calcul, et elle ne change donc pas
fondamentalement le typage du calcul ou les propriétés de sa sémantique. Les
motifs sont, comme les types, des objets récursifs, et le formalisme du Chapitre 2
est de nouveau utilisé pour définir I’algebre des motifs. L’algebre de motifs de
XDuce est étendue avec des motifs conjonction ou intersection (qui ne changent
pas le pouvoir expressif, mais permettent d’écrire des motifs plus compacts),
des motifs constante (qui acceptent n’importe quelle valeur et renvoient une
liaison constante pour une certaine variable). De plus, la condition de linéarité
des variables de capture est assouplie, ce qui permet d’encoder des variables
de capture de sous-séquence (dans une expression réguliére) qui peuvent étre
repétées, c’est-a-dire apparaitre plusieurs fois ou sous une étoile de Kleene; la
sémantique est alors de concaténer toutes les sous-séquences capturées. J’ob-
tiens un algorithme de typage exact, y compris pour les variables de capture
de séquence en position non-terminale, ce qui résout un probleme ouvert de la
these d’Hosoya (probleme qu’il a résolu depuis, indépendemment, et avec une
technique assez proche, voir la Section 1.4.2).

1.3.2 Aspects algorithmiques

Une des contributions majeures du projet XDuce est la mise au point d’un al-
gorithme de sous-typage efficace en pratique, méme s’il correspond au probleme
algorithmiquement complexe de I'inclusion de langages réguliers d’arbre.

Le Chapitre 7 étudie I'aspect algorithmique de la relation de sous-typage
introduite au Chapitre 4, pour une certaine classe de modeles dits universels (ce
sont ceux qui induisent la plus grande relation de sous-typage). Cette relation de
sous-typage peut étre vue comme une généralisation de celle de XDuce. En fait,
I’algorithme de sous-typage a été bien préparé au Chapitre 4, ou la relation de
sous-typage dans les modeles universels est caractérisée de maniere coinductive
(via une notion de simulation). Le complémentaire de cette relation est donc
simplement un prédicat inductif, et nous présentons de maniere autonome deux
algorithmes de calcul d’un prédicat inductif défini par des formules logiques.
Le premier reprend le principe utilisé dans ’algorithme de XDuce, qui s’appuie
sur un principe de memoization, classique dans les algorithmes de sous-typage
avec types récursifs. L’algorithme présenté traite soigneusement la memoization
pour éviter d’annuler inutilement des calculs. Je donne un autre algorithme, qui
évite completement le retour-arriere, en gardant trace des dépendances entre les
hypotheéses non encore vérifiées de maniere stre et les conséquences déduites.
L’algorithme de sous-typage lui-méme est obtenu en utilisant 'un ou l'autre
de ces algorithmes, et des formules logiques directement inspirées de la notion
de simulation du Chapitre 4. Je présente aussi des formules alternatives et des
optimisations. Le fait d’avoir présenté le calcul de prédicat inductif comme un
moteur de résolution séparé des formules logiques permet de bien découpler les
problemes et de ne pas refaire les preuves inutilement lorsque 1’on consideére ces
variantes.
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La Chapitre 8 considere 1’évaluation effective de 1'opération de filtrage. Du
fait de la récursivité des motifs et des types, 'opération de filtrage s’apparente
plus a I’évaluation d’'un automate d’arbre qu’a un filtrage a la ML qui ne fait
qu’extraire des sous-composantes des valeurs a profondeur finie. Je me place
dans le cadre de la compilation, ou il est acceptable de faire, a la compilation,
des calculs éventuellement cotiteux sur les motifs, pour préparer une évaluation
efficace de ceux-ci lors de 'exécution. Je présente un cadre assez général pour
exprimer plusieurs stratégies d’évaluations et d’optimisations. Je m’intéresse en
particulier aux optimisations rendues possibles par les informations de types sur
les valeurs filtrées, données par le systeme de types statique du langage.

1.3.3 Le langage CDuce

Le langage CDuce est défini au dessus du calcul du Chapitre 5. Je ne donne
pas la syntaxe concrete du langage, ni méme une description exhaustive. Je
me contente d’indiquer comment les principaux traits du langage peuvent étre
exprimés dans le cadre du calcul.

Le Chapitre 9 montre comment étendre le calcul, 'algebre de types et celle
de motifs avec des enregistrements extensibles. Ces enregistrements permettent
de coder dans CDuce les ensembles d’attributs d’un élément XML. 11 faut bien
entendu étendre I’approche ensembliste pour le sous-typage, et le typage d’'un
opérateur de concaténation donne lieu a un développement sémantique non
trivial, pour caractériser sémantiquement et de maniere exacte I’approximation
que l'on fait dans son typage.

Le Chapitre 10 présente rapidement le langage, en particulier comment les
types et motifs expression réguliere sont encodés dans les algebres correspon-
dantes du calcul.

Le Chapitre 11 donne quelques aspects plus pratiques de 'implémentation
de CDuce, comme la maniére d’implémenter le typeur pour obtenir des messages
d’erreurs bien localisés, des techniques pour représenter des valeurs a ’exécution
pour optimiser certaines opérations, des variantes de représentation des com-
binaisons booléennes en interne dans le typeur, ou un systeme d’interface (qui
préserve les types) avec le langage Objective Caml.

1.4 Contributions principales

Les travaux sur XDuce constituent le point de départ de la recherche présen-
tée dans cette these. J’ai proposé des solutions a certains des problémes ouverts
présentés dans la these d’Hosoya, ainsi que des extensions de la théorie.

1.4.1 Fonctions d’ordre supérieur et sous-typage ensem-
bliste

A Dorigine de cette theése est la constatation de absence des fonctions de
premiere classe dans XDuce, qui ressemble pourtant, au moins superficielle-
ment, a un langage fonctionnel de la famille ML. Disposer des fonctions de
premiere classe, qui peuvent étre passées en argument a d’autres fonctions, ren-
voyées comme résultat, ou stockées dans des structures de données permettrait
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par exemple de définir des transformations XML paramétrées par des transfor-
mations élémentaires sur certaines parties des documents, ou de factoriser des
transformations similaires. Par exemple, si AddrBook est un schéma XML uti-
lisé pour représenter un carnet d’adresses, constitué disons d’éléments de type
Person et d’éléments de type Company, on peut vouloir écrire une fonction gé-
nérique de mise en page (Person—Html)— (Company—Html)—AddrBook—Html,
ou Html est le type des fragments de documents XHTML. Cette fonction gé-
nérique prend en argument deux fonctions de mise en page pour les entrées de
base, et renvoie une fonction de mise en page pour les carnets d’adresses. On
peut donc réutiliser cette fonction générique pour créer plusieurs présentations
différentes.

Outre cette utilisation des fonctions d’ordre supérieur dans le cadre des appli-
cations XML, il semble intéressant, d’un point de vue théorique, de voir comment,
interagissent 'interprétation ensembliste des types dans XDuce et l'interpréta-
tion des types que fait le A-calcul.

Nous avons choisi d’intégrer completement les types fleche au reste de ’al-
gebre de types, ce qui permet d’utiliser des combinaisons booléennes de types
fleche. D’autres travaux ont adopté une approche plus légere pour intégrer les
types expression réguliere de XDuce dans un langage avec fonctions d’ordre su-
périeur ou objets. Le langage XHaskell [LS04b] est une extension de Haskell avec
les types expression réguliere de XDuce. L’algebre de types est stratifiée : les
types fleche ne peuvent pas apparaitre a 'intérieur des expressions régulieres,
ce qui permet de définir le sous-typage d’une maniére purement axiomatique
pour ces types fleche. Le langage Xtatic [GP03] étend le langage orienté-objet
C# avec des types expression réguliere. Dans Xtatic, les types expression régu-
liere et les types d’objets (classes) sont stratifiés mais mutuellement récursifs.
La définition de la relation de sous-typage reste cependant facile dans la mesure
ou le typage des objets est un typage par nom, avec sous-typage explicitement
déclaré (héritage).

Damm [Dam94] étudie une algebre de types avec types réunion, intersection,
récursion, et les constructeurs produit et fleche. Cette algebre est trés proche
de celle considérée dans cette these, mais elle n’a pas de connecteur différence
ensembliste (dont nous avons besoin pour typer précisément le filtrage). Damm
utilise également une approche sémantique, en introduisant deux interpréta-
tions des types : une interprétation sémantique des types dans un modele a
idéaux (les idéaux sont stables par réunion et intersection, mais pas par complé-
mentaire), et un encodage des types comme des langages réguliers d’arbre. En
mettant en relation ces deux interprétations des types, il ramene le probleme de
sous-typage coté sémantique a celui de 'inclusion de langages réguliers d’arbre.
Cette démarche utilise des outils de sémantique dénotationnelle (domaines, es-
paces métriques complets), alors que 'approche présentée dans cette these reste
purement ensembliste et se combine bien avec une sémantique opérationnelle
pour le calcul. Dans la mesure ou la sémantique de CDuce est dirigée par les
types, il n’est pas clair de voir comment ’approche dénotationnelle de Damm
pourrait étre utilisée dans ce cadre. En effet, il existe plusieurs relations de
sous-typage différentes que ’on peut déduire a partir de modeles; les calculs
construits sur ces relations auront une sémantique différente, et I’on voit donc
bien qu’il n’est pas possible de partir comme Damm le fait d’'une sémantique a
priori pour définir le sous-typage.

Pour se ramener a des langages réguliers, Damm encode un type fleche
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comme un ensemble de séquences qui représentent tous les graphes possibles
pour des approximations finies des fonctions de ce type. Nous évitons cet enco-
dage et ces approximations en interprétant directement un type fleche comme
un ensemble de graphes (Définition 4.2). Cette interprétation plus directe per-
met, via des calculs ensemblistes simples, de déduire la regle de 'algorithme de
sous-typage pour les combinaisons booléennes de types fleche (dans un modele
universel). Cela permet d’étendre 1’algorithme de sous-typage de XDuce, qui a
fait les preuves de son efficacité.

Vouillon et Mellies [VMO04] présentent une généralisation du modele & idéaux
pour des types récursifs polymorphes. Leur objectif est d’interpréter les types
comme des ensembles de termes de leur calcul (et non pas de valeurs), c’est-a-
dire de classifier les termes en fonction de leurs types. Ils ne s’intéressent pas a
I’étude effective de la relation de sous-typage. Le connecteur de type réunion est
une approximation (cloture) par rapport & la réunion ensembliste. Une étude
plus appronfondie des liens existant entre le systéeme de Vouillon et Mellies et
celui présenté dans cette these reste a mener.

1.4.2 Typage du filtrage

L’algorithme d’inférence de types pour le filtrage, présenté dans la these
d’Hosoya [Hos01], ne donne pas un type exact pour des variables de capture
de séquence qui ne sont pas en position terminale dans un motif expression ré-
guliere. Cela provient de la traduction des variables de capture de la syntaxe
externe (expressions régulieres) dans lalgebre de motifs interne (automates).
Dans la traduction de XDuce, une variable de capture de séquence donne lieu
a deux variables dans la représentation interne, pour représenter le début et la
fin de la sous-séquence capturée. La dépendance entre ces deux variables est
perdue et cela oblige a inférer un type éventuellement trop large pour la va-
riable de capture. J’ai résolu ce probleme en adoptant une traduction différente
des variables de capture de séquence dans les expressions régulieres : elles sont
propagées sur tous les éléments qu’elles capturent (et non plus seulement un
marqueur de début et un marqueur de fin) dans l'expression réguliere, en uti-
lisant le méme nom de variable. Cela permet de conserver la dépendance entre
toutes ces variables. La sémantique des motifs internes est définie de sorte que
cette traduction fournisse la bonne sémantique de capture : lorsque 1’on applique
un motif (¢1,¢2) & une valeur (v1,vs2), et que chaque ¢; capture une valeur v}
pour la méme variable z, le résultat pour = dans le motif (g1, g2) est (v],v5).

Hosoya a résolu ce probléeme indépendamment. Il propose en fait une autre
sémantique [Hos03] pour les motifs, qui rejette les motifs ambigus (ce qui sim-
plifie les choses en évitant de devoir introduire des différences pour prendre en
compte la politique first-match de I’alternation |). L’algorithme d’inférence qu’il
propose dans ce cadre est exact (pour les motifs non ambigus). La technique
consiste a utiliser une notion d’automate dont les transitions sont annotées par
des variables de captures (qui enregistrent les éléments qui activent ces transi-
tions). La traduction des motifs expression réguliere dans les automates propage,
comme je le fais, les variables de capture jusqu’aux transitions. Les deux solu-
tions sont donc trés semblables, et celle d’Hosoya pourrait s’adapter facilement
aux motifs ambigus et & la politique first-match.
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1.4.3 Compilation efficace du filtrage

La these d’Hosoya évoque une technique d’optimisation de I’évaluation des
motifs, qui permet dans certains cas de ne considérer que 1’étiquette d’un élé-
ment XML au lieu de considérer tout le sous-arbre correspondant, en utilisant
les informations fournies par le systeme de types du langage. Je présente dans
cette these des techniques efficaces d’évaluation des motifs qui permettent d’ex-
primer ce genre d’optimisations. Le formalisme introduit permet de garder trace
précisément des informations de types (celles fournies par le systéme statique,
et celles obtenues au cours des calculs), et d’exprimer des calculs en paralléle,
ce qui permet d’éviter des passages multiples sur la valeur filtrée.

Levin et Pierce [Lev03, LP04] ont étudié en paralléle des méthodes sem-
blables d’évaluation efficace des motifs dans des langages du style XDuce, en
prenant en compte les informations de type. Ils introduisent une notion d’auto-
mate de filtrage (matching automata) qui pourrait servir de langage cible pour
I’algorithme de compilation que je présente. Leur algorithme d’optimisation di-
rigé par les types [LP04] n’étant pas décrit formellement, il est difficile de le
comparer a celui que je propose.

Dans un travail précédent [Fri04], j’ai présenté un algorithme d’optimisa-
tion pour un filtrage sans variables de capture. Le langage cible (automates non
uniformes) impose un ordre de parcours séquentiel gauche-droite des arbres, et
I’algorithme correspond ainsi a la stratégie gauche-droite présentée dans cette
these (Section 8.3.8). Il possede de plus une propriété d’invariance lorsque les
motifs (en fait, des types, puisqu’il n’y a pas de variables) sont remplacés par des
motifs équivalents ; cela provient d’'une décomposition canonique des types sous
la forme d’une réunion minimale de types produit dont les premiéres compo-
santes sont disjointes. Cet ingrédient pourrait s’intégrer au formalisme de cette
these si 'on modifie la mise en forme normale des motifs (Section 6.5.2) pour
utiliser une telle décomposition canonique, au moins pour les types (pour traiter
les motifs avec capture, en toute généralité, il faudrait détecter I’équivalence de
motifs, et je n’ai pas étudié ce probléme; on peut néanmoins se contenter de
détecter certaines équivalences).

1.4.4 Algorithme de sous-typage

Amadio et Cardelli [AC93] ont proposé un algorithme de sous-typage dans
un systeme avec types fleche et types récursifs. L’algorithme proposé est une
variante de celui sans type récursifs; il opére en gardant la trace (memoiza-
tion) des paires de types rencontrées dans la descente récursive. Cette méthode
est utilisée dans la plupart des travaux sur les types récursifs pour assurer la
terminaison des algorithmes. L’aspect coinductif de ’algorithme d’Amadio et
Cardelli a été souligné par Brandt et Henglein [BH97]. Kozen, Palsbergy et
Schwartzbachy [KPMI95] proposent une méthode & base d’automate fini pour
optimiser la complexité de 'algorithme d’Amadio et Cardelli. La constatation
de base est que si 'on considere le constructeur produit x (covariant en ses
deux arguments) au lieu du constructeur fleche (contravariant en son premier
argument ), 'algorithme d’Amadio et Cardelli est en fait un algorithme classique
d’inclusion entre automates finis. Pour tenir compte de la contravariance de la
fleche, il suffit d’adapter cet algorithme pour inverser 'ordre des arguments du
coté contravariant. Gapeyev et al. [GLP0O] font le point sur ces travaux.
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L’algorithme de sous-typage de XDuce peut-étre vu comme une extension
de 'algorithme d’Amadio et Cardelli. Il reprend I'approche coinductive, implé-
mentée par un ensemble d’hypotheses en train d’étre vérifiées, et qu’il s’agit de
saturer pour faire apparaitre des contradictions éventuelles. A cause du connec-
teur de type réunion, ’algorithme de XDuce ne peut pas se contenter de saturer
de maniere monotone cet ensemble d’hypotheses. En effet, ’algorithme, présenté
sous forme de regles, peut devoir essayer plusieurs dérivations différentes pour
prouver un but donné (il suffit que 'une d’entre elle réussisse). Si ’algorithme
essaie une branche et que celle-ci échoue, il faut procéder a un retour-arriere
(backtracking) pour remettre & son état antérieur l’ensemble des hypotheses,
car certaines de hypotheses qui ont été introduites dans la branche qui échoue
n’ont pas été vérifiées (en fait, au moins 'une d’entre elles est fausse).

J’ai développé un algorithme (Chapitre 7) qui évite ce retour-arriere. J'ai
choisi de dissocier la présentation les regles qui définissent la relation de sous-
typage elle-méme et celle du moteur de résolution qui en est indépendante.
L’algorithme sans retour-arriére s’applique en fait & n’importe quelle relation
inductive (ou coinductive, comme le sous-typage, en en considérant la négation).
Par exemple, 1'algorithme de factorisation des captures (Section 8.4) rentre bien
dans ce cadre. I’algorithme sans retour-arriere est finalement assez proche, dans
Pesprit, des algorithmes proposés par Dowling et Gallier [DG84] pour tester la
satisfiabilité de formule de Horn en temps linéaire.

Tadahiro et Hosoya [SHO4] ont abordé en paralléle le méme probleme (éli-
mination du retour-arriere dans l'algorithme de sous-typage de XDuce). Leur
solution consiste, comme la mienne, a garder trace des dépendances entre les hy-
potheses en cours de vérification et leurs conséquences. Une comparaison précise
entre les deux algorithmes reste & mener.

1.4.5 Attributs XML

Lorsque ce travail de these a débuté, XDuce ne traitait pas les attributs
XML. J’ai introduit dans CDuce les enregistrements extensibles (Chapitre 9)
pour combler ce manque. La version présentée dans cette these est légérement
plus expressive que celle implémentée effectivement dans CDuce, en cela qu’elle
permet de contraindre le type de tous les champs non spécifiés (la version implé-
mentée permet seulement d’autoriser ou d’interdire la présence de champs hors
de ceux spécifiés). Elle est aussi différente en cela que ’absence d’un champ est
encodée par une valeur particuliere, qui peut étre manipulée et capturée par
filtrage. Dans 'implémentation, cette valeur est cachée au programmeur.

Parallélement, Hosoya et Murata [HM02, HMO03] ont développé une solu-
tion alternative pour ajouter les attributs a XDuce, qui consiste a ajouter aux
expressions régulieres les spécifications d’attributs. Dans ce systéme, on peut
facilement exprimer qu'une information est présente soit dans un sous-élément,
soit dans un attribut, de maniere exclusive, ou d’autres dépendances élément-
attribut similaires. Ces dépendances peuvent étre « développées », pour séparer
les contraintes sur les sous-éléments des contraintes sur les attributs, en lis-
tant tous les cas possibles, au prix d’une croissance exponentielle de la taille des
types. Hosoya et Murata ont développé des algorithmes spécifiques pour calculer
la relation de sous-typage et les combinaisons booléennes, qui évite en pratique
cette explosion combinatoire. Ainsi, si le pouvoir expressif des deux approches
est comparable, celle d’Hosoya et Murata possede un avantage algorithmique
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certain. Celle proposée dans cette these, a base d’enregistrements, a cependant
l'avantage de la simplicité ; elle est completement orthogonale au reste du sys-
téme (les enregistrements sont en fait une généralisation des produits cartésiens)
et contrairement a I’approche d’Hosoya et Murata, elle ne remet pas en cause,
par exemple, les techniques de compilation efficace du filtrage, et ne complique
pas significativement 1’algorithme de sous-typage ou celui de typage du filtrage.

1.4.6 Un calcul pour les fonctions surchargées

Dans XDuce et dans CDuce, les calculs se font essentiellement par filtrage :
c’est 'unique moyen de diriger les calculs suivant la forme des objets. Chaque
branche est donnée par un motif et un corps. Le motif vérifie que 'argument est
d’un certain type, et extrait également des sous-objets de 'argument, qui seront
utilisés pour le calcul dans le corps. En fait, & chaque motif p, on peut associer
un type [p{ qui représente '’ensemble des valeurs qui sont acceptées par ce
motif : une valeur est acceptée si et seulement si elle est de type p{. Autrement
dit, chaque branche traite un type donné, et la sélection de la branche peut se
faire uniquement sur le type de la valeur filtrée. En cas d’ambiguité, le choix
classique dans les langages de programmation est de choisir la premiere branche
qui convient : c’est ce qui est fait dans les langages de type ML, dans XDuce,
et dans CDuce.

Le filtrage est assez proche, opérationnellement, des calculs basés sur les
fonctions surchargées avec liaison tardive, qui sont également des calculs dirigés
par les types. Dans le A&-calcul [CGL95], une fonction surchargée est définie par
plusieurs branches, qui sont des fonctions « simples ». Lorsqu’on ’applique a une
valeur, un mécanisme de sélection (dispatch) sélectionne la branche adéquate.
Lorsque plusieurs branches sauraient traiter 'argument, la plus précise, celle
dont le domaine est le plus petit, est choisie, et le typage assure qu’une telle
branche existe.

La différence dans le mécanisme de sélection lorsque plusieurs branches
conviennent n’est pas essentielle pour notre propos.

Par contre, il y a une différence fondamentale entre le filtrage a la XDuce et
la surcharge a la A\&-calcul. Dans le filtrage toutes les branches doivent donner
un résultat du méme type, alors qu’avec la surcharge on peut avoir des branches
qui operent sur des domaines disjoints ; dans ce cas, les résultats de ces branches
peuvent avoir des types différents, et cette information plus précise peut étre
exploitée pour typer le reste du programme. Le filtrage est en ce sens moins
flexible.

En CDuce, les fonctions surchargées permettent de conserver ce genre d’in-
formation dans le type des fonctions. Il n'y a pas de nouveau constructeur de
type, et la surcharge est simplement représentée par un type intersection. Le type
(t1—s1)A ... A(tp,—sy,) dénote les fonctions qui ont simultanément tous les types
t;—s;. Le type intersection s’interprete effectivement comme une conjonction de
contraintes (donc comme l'intersection des ensembles dénotés).

Donnons un exemple tres simple d’utilisation des fonctions surchargées. Sup-
posons qu'une entreprise regoive de ses clients des documents XML qui sont des
suites de commandes, et qu'il y a deux types de commandes t1, to (par exemple,
pour des types de produits différents). Elle renvoie un accusé de réception qui
reprend chaque commande, et, y ajoute des informations suivant le type. A
une commande de type t;, elle répond par un fragment XML de type s;. Sans
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fonction surchargée, la fonction de traitement a le type (£;Via) * —(s1Vs2)* (on
utilise ici librement 1’étoile de Kleene des expressions régulieres). Elle procede en
itérant simplement une fonction de réponse pour les commandes individuelles,
de type (t1Vt2)—(s1Vs2). En fait, c’est une fonction surchargée, qui a le type :
(t1—s1)A(ta—s2), et on peut donc donner & la transformation globale (sans
récrire son code), le type plus précis : ((£1Vta) * —(s1VS2)*)A(t1 % —s1%)A(t2 *
—$9%). Ainsi, si un client n’envoie que des commandes de type ¢1, donc un bon
de commande de type t1x, il peut supposer que ce qu’il recoit est de type s1x*;
un client qui envoie des commandes des deux types doit pouvoir recevoir des
réponses (s1Vss)*. Si I'on ajoute un nouveau type de commandes, il suffit de
modifier le code la fonction de traitement des commandes pour qu’elle puisse
traiter un nouveau type (on change également linterface des fonctions pour
préciser les nouveaux types gérés).

On voit que les fonctions surchargées permettent de travailler simultané-
ment sur des documents ayant des types plus ou moins différents, sans perdre
d’information. Cela évite de devoir dupliquer du code.

Revenons un instant sur le A&-calcul. Dans cette théorie des fonctions sur-
chargées, une des conditions de bonne formation des fonctions surchargées est la
suivante. Si une fonction surchargée a deux branches de types t1—s; et to—ss,
alors : t; < ty9 = s1 < s5. Pour comprendre cette condition, il faut se rappe-
ler que le type le plus précis d’un programme diminue lors de ’évaluation. Si,
statiquement, on attribue a une expression le type t5 et que par conséquent on
déduit que le résultat de la fonction surchargée appliquée a cette expression a
le type so, il est possible qu’a I'exécution, on se rende compte que I’expression
a en fait le type plus précis t1, et c’est donc la branche ¢1—s; qui est utilisée,
donnant un résultat de type s;. Pour que le typage soit sur, il faut que s; < ss.

Dans CDuce, aucune condition ne restreint les types fleche donnés dans 'in-
terface d’une fonction. Considérons les deux expressions :

eo = pf(t1—s1;3ta—s2). Az
ey = pf(ti—(s1As2);ta—s2).Ax.€

Supposons t; < to. La fonction e, vérifie bien la condition du A&-calcul, puisque
$1As2 < s9, mais ce n’est pas forcément le cas pour eg (si s1 £ s2). Avec le
systeme de types du Chapitre 5, cependant, I'une des expressions eg,e, est bien
typée si et seulement si I’autre 'est, et elles ont alors exactement les mémes
types. Plus généralement, il est toujours possible de récrire l'interface d’une
abstraction de sorte que la condition de covariance du A&-calcul soit vérifiée.
La théorie développée permet donc de retrouver la condition posée a priori
dans le A&-calcul ; dans un sens, elle donne une justification sémantique a cette
condition.
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Premiere partie

Fondations théoriques et
sémantiques
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Chapitre 2

Un cadre formel pour les
syntaxes récursives

Dans ce chapitre, nous allons utiliser des notions élémentaires de théorie des
catégories [AL91] que nous ne rappellerons pas. On note Set la catégorie des
ensembles et des fonctions totales. La somme disjointe de deux ensembles X et
Y est notée X + Y. Si X est un sous-ensemble de Y, on note ix y l'inclusion
canonique X — Y. L’identité ix x est notée Idx.

2.1 Motivation

Syntaxe inductive L’ensemble des types d’un systeme logique ou d’un sys-
teme de types est classiquement introduit comme une algebre de termes induc-
tifs. Par exemple, I'algebre de types T pour un A-calcul avec un unique type de
base ¢ peut se définir par la syntaxe suivante :

t n= ] tot

Une telle présentation permet de définir des opérateurs et des relations par
induction sur la syntaxe des types. La construction peut étre vue d’un point de
vue catégorique de la maniere suivante. Soit Set la catégorie des ensembles et
F ' le foncteur Set — Set qui associe a un ensemble X ’ensemble des termes de
la forme ¢ ou z—y, avec z,y € X. Une F-algebre est un couple (X, f) ol X est
un ensemble et f une fonction FF X — X. L’algebre des termes 7" peut bien étre
vue comme une F-algebre, avec comme fonction f une bijection souvent laissée
implicite. La classe des F-algebres est naturellement munie d’une structure de
catégorie et ’algebre des types T en est un objet initial. Il serait donc possible
de définir Valgébre de type comme la F-algébre initiale (ce qui la caractérise &
isomorphisme pres dans la catégorie des F-algebres).

Le foncteur F représente la signature de I’algebre de types. Pour un foncteur
Set — Set arbitraire, on peut essayer de construire formellement une F-algebre
initiale. La technique classique consiste & partir de la fonction ) — F( et & itérer
le foncteur, donnant ainsi naissance a un diagramme () — F0 — F20 — ..,
dont on peut considérer la limite inductive. Si le foncteur commute avec cette
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limite (cela est garanti si le foncteur est w-continu), on fait de cette limite une
F-algebre initiale.

Il est tout a fait possible de prendre comme signature un foncteur moins
« syntaxique! » que I'exemple donné en introduction, comme par exemple le
foncteur w-continu Py : Set — Set qui associe a un ensemble ’ensemble de ses
parties finies.

Syntaxe récursive Considérons maintenant le cas des types récursifs. Une
présentation classique consiste a introduire dans la syntaxe des variables de
récursion « et des lieurs :

t o= ] t—ot| o pat

La syntaxe est assez arbitraire. On pourrait en effet en imaginer une autre qui
permettrait de partager plus de sous-termes communs :

t == (]tot]| al|twhere {ag =t1;...;0, =t}

De plus, il faut tenir compte :

— d’une restriction syntaxique pour n’autoriser que les termes sans variable
libre et sans récursion mal formée (c’est-a-dire quune variable doit-étre
séparée de son lieur par au moins un constructeur), et

— d’une équivalence contextuelle engendrée par a-conversion et par dérou-
lement (unfolding) : pa.t = tla — pa.t] (éventuellement interprétée de
maniére coinductive).

Avoir une présentation syntaxique des types suggere de décrire les algorithmes
également sous forme inductive. Par exemple, les algorithmes de sous-typage
avec types récursifs sont souvent présentés par un systeme de regles, avec un
environnement de memoization pour en assurer la terminaison. Il faut donc
bien étre capable de tester efficacement 1’égalité de types, et cela peut poser des
problémes d’implémentation.

Ces problemes sont encore exacerbés si ’on veut introduire des connecteurs
dans l'algebre de type, tel un opérateur d’union commutatif et associatif. En
effet, les tests d’équivalence peuvent devenir tres cotiteux. Une solution simple
consiste a n’utiliser aucune notion d’équivalence, et a travailler avec la syn-
taxe elle-méme, en prenant en compte le déroulement et d’autres équivalences
éventuelles explicitement dans les regles et les algorithmes. On perd alors la pos-
sibilité d’utiliser ces équivalences dans ’étude théorique du systeme, ainsi que
dans I'implémentation (pour augmenter le partage des structures en mémoire).

Ce genre d’approche syntaxique tente de donner une nature inductive (termes)
a des objets fondamentalement cycliques. Les algorithmes sur les types récursifs
travaillent en général en décomposant les types. Méme en cas de déroulement in-
fini, on a la garantie de ne tomber que sur un nombre fini de types différents, et
c’est cette propriété qui assure la terminaison des algorithmes via des techniques
de memoization.

Il nous semble plus naturel de formaliser de maniere coinductive les types
récursifs et de développer la théorie sur cette formalisation. La syntaxe inductive
n’a qu’un role superficiel, et elle peut étre traitée au niveau du parser.

1Par foncteur syntaxique, nous entendons un foncteur qui associe & un ensemble X un
ensemble de « termes » construits sur X.
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Une premiere idée est de prendre simplement le dual catégorique de la
construction par algébre initiale. Pour un foncteur F' donné, une F-coalgebre
est un couple (X,d) ou X est un ensemble et § : X — FX une fonction.
Alors qu’une F-algebre représente la maniere de construire des objets, une F-
coalgebre s’intéresse aux destructeurs, c’est-a-~dire a la maniere de voir un objet
de X comme une expression construite sur des atomes dans X. La classe des
F-coalgebres est naturellement munie d’une structure de catégorie, et on peut
définir naturellement la notion de F-coalgebre finale. On la construit par itéra-
tion & partir d’un objet final e dans Set (c¢’est-a-dire un singleton) et de 'unique
fonction F'e — e en prenant une limite projective.

Considérons de nouveau le foncteur F' : Set — Set qui associe a un ensemble
X les termes de la forme ¢ et * — y avec x,y € X. La F-coalgebre finale peut
étre décrite comme l’ensemble des arbres binaires potentiellement infinis, avec
des feuilles ¢ et des noeuds internes —. Ces objets ne sont pas représentables fi-
niment. On voudrait restreindre notre attention aux arbres réguliers, c’est-a-dire
a ceux qui n’ont qu’un nombre fini de sous-arbres différents, et qui peuvent étre
vus comme le déroulement infini de types récursifs. Ces arbres réguliers peuvent
étre représentés concrétement sous forme de graphes, mais cette représentation
n’est pas unique : plusieurs graphes représentent le méme arbre régulier. Avec
I’exemple du foncteur F ci-dessus, il est assez facile de tester I’égalité sur la
représentation, mais ce n’est pas le cas avec des foncteurs plus compliqués, qui
font intervenir par exemple I'opérateur Py(_).

L’idée est alors de dire qu’il n’est pas nécessaire d’avoir une notion d’égalité si
forte. Il n’est pas nécessaire d’identifier tous les graphes qui représentent le méme
arbre régulier pour assurer la terminaison des algorithmes. On peut se contenter
d’une notion plus faible d’égalité; il suffit en effet d’identifier suffisamment de
types, pour que, partant d’un type et en le déconstruisant itérativement, on ne
rencontre qu’un nombre fini de types différents pour cette notion d’égalité. Notre
approche consiste a axiomatiser cette propriété, ce qui permet de développer
la théorie tout en laissant plus de flexibilité du coté de I'implémentation de
l’algebre.

2.2 La catégorie des F'-coalgebres

Definition 2.1 (F-coalgebre) Soit F' : Set — Set un endofoncteur ensem-
bliste. Une F-coalgébre est un couple T = (T,7) ot T est un ensemble et T est
une fonction T — FT. On dit que T est le support de T.

Pour simplifier, nous allons simplement parler de coalgebre. Il est entendu
que toutes les définitions sont relatives a un foncteur F' fixé.

Definition 2.2 (Catégorie des coalgébres) Soient T = (T,7) et S = (S, 0)
deux coalgébres. Un morphisme T — S est donné par une fonction ensembliste
f:T — S telle que Ff or = oo f. On note encore f pour le morphisme de
coalgébres.

T'——S



42 Chapitre 2. Un cadre formel pour les syntaxes récursives

La composition des morphismes de coalgébre hérite de l’opération correspondante
dans Set, et de méme pour les identités. La classe Algy des coalgébres est ainsi
munie d’une structure de catégorie.

Remarque 2.3 Le foncteur F induit naturellement un endofoncteur F dans
Alg,. par FT = (FT,F1) si T= (T,7) et Ff = Ff. On voit que T est un mor-
phisme de coalgébres T — FT, et que le diagramme commutatif dans Set dans
la définition d’un morphisme de coalgébre peut se lire dans Alg également :

On écrira encore I’ pour ce morphisme F.

Remarque 2.4 Le foncteur d’oubli Algp — Set qui associe & une coalgébre
son support est fidéle. Ainsi, pour vérifier qu’un diagramme dans Algp est com-
mutatif, on peut simplement considérer sa projection dans Set.

Le lemme suivant est intéressant pour « comprendre » la catégorie Alg, en
particulier la maniere dont elle hérite ’existence de somme amalgamées de Set.

Lemme 2.5 La catégorie Algp est cocompléte.

Preuve: On peut montrer facilement ’existence de sommes arbi-
traires et de coégalisateurs, ce qui suffit & établir I'existence de
colimites arbitraires. Les constructions se déduisent directement
de celle de Set.

Nous esquissons une autre preuve, qui montre comment les co-
limites peuvent étre construites directement sur des colimites ob-
tenues dans Set. Soit I une petite catégorie et D un [-diagramme
dans Algy, c’est-a-dire un foncteur I — Algp. On éerit Di =T, =
(T;,7;). La composition avec le foncteur d’oubli Alg; — Set donne
un /-diagramme D’ dans Set. Comme Set est cocomplete, on peut
considérer un D’-cocdne limitant (T, (f; : T; — T)ser). Pour faire
de T une coalgebre, il faut définir une fonction 7 : T — FT.
D’aprés la propriété universelle des colimites, une telle fonction
est définie par la donnée d’un D-cocone (FT,(g; : T; — FT)icr).
On prend g; = F'f; o ;. Montrons que c’est bien un cocone. Soit
u:i— j. Comme Du : T, — T; est un morphisme dans Algp,
nous avons : 7;0Du = F(Du)oT;, et donc gjoDu = F fjorjoDu =
F(fjoDu)ot; = Ff;0oDu = g;. On déduit de ce cone une fonction
7:T — FT, qui donne une coalgébre T = (T, 7). Il est alors mé-
canique de montrer que les f; sont des morphismes de coalgebres
T; — T et que le D-cocone (T, (f; : T; — T)ier) est limitant. O

Coalgebres finies et environnements récursifs Il serait concevable de
s’arréter la, et de travailler avec des coalgebres finies. Une telle coalgebre peut
étre vue comme un systéme fini d’équations {a = dy;...;a, = d,} ou les d;
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sont des éléments de F X avec X = {aq,...,a,}. Sil’on fixe un tel systéme, on
peut appeler « type » les éléments de F'.X et « variables de récursion » les élé-
ments de X. Le systéme lui-méme est un « environnement récursif » qui donne
la définition des variables de récursion. Le formalisme doit alors se développer
relativement & un environnement récursif fixé, et il faut indiquer explicitement
lorsque l'on a besoin de Iétendre (dans un algorithme ou dans la preuve d’un
théoréme). D’un point de vue formel, un type n’a de sens que relativement a
un environnement donné. Pour définir une algebre de types, on devrait en fait
définir un type comme un couple formé d’un environnement (X,o : X — FX)
et d’'un élément de F'X. On veut strement identifier deux types qui ne different
que par leur environnement, I'un étant une extension de ’autre. Mais on peut
vouloir identifier plus de types, par exemple modulo renommage des variables,
déroulement des équations, ou modulo une notion d’égalité coinductive. Rendre
plus de types égaux permet d’accélérer les algorithmes qui procedent par sa-
turation, mais détecter les équivalence peut avoir un cout important. Il y a
donc un compromis a faire au niveau de I'implémentation. De plus, prendre en
compte les équivalences dans le développement théorique peut s’avérer lourd
techniquement.

Il est légitime de chercher un formalisme suffisamment abstrait pour per-
mettre un développement théorique propre et qui rend néanmoins compte des
différents choix possibles d’implémentation.

2.3 Congruences, quotients

Definition 2.6 Soit T = (T, 1) une coalgébre et = une relation d’égquivalence
sur T. On note T/ = l’ensemble quotient de cette équivalence et = : T — T/ =
la projection canonique. On dit que = est une congruence (sur T) s’il existe
une fonction 7= qui fait commuter le diagramme suivant :

T—"—>FT

-

T/ = —= F(T/ =)

Une telle fonction est unique si elle existe. Si = est une congruence, on peut
donc parler de la coalgébre quotient T/ = = (T/ =,7=). La projection n= est
un morphisme de coalgebres.

Lemme 2.7 Soit T une coalgébre et (=;);c; une famille de congruences sur T.
Alors la relation d’équivalence = engendrée par la réunion des =; est encore une
congruence sur T.

Preuve: 1l s’agit de montrer que si o, € T et a = 3, alors F'ro
7(a) = Fror(f). Comme la relation d’équivalence = est engendrée
par les =;, on peut supposer que « =; 3 pour un certain i. Notons
w} la projection T/ =;,— T/ =.Ona: FrorT = F(n,on=,)oT =
FrloFr=, o1 = Fr,07=, om=,. Comme 7=, () = m=,(0), on en
déduit Frro7(a) = Fro7(f). O

Corollaire 2.8 Pour toute coalgébre T, il existe une plus grande congruence.
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Exemple 2.9 Donnons un exemple pour appuyer lintuition (pour le reste de ce
chapitre). Soit ¥ un alphabet et F le foncteur défini par F(X) = {0,1}x X*. On
peut interpréter une coalgébre finie T = (T, T) comme un automate déterministe
fini complet sur Ualphabet ¥. Si q € T et 7(q) = (¢,d), alors e = 1 signifie que
q est un état final et d : X — T donne les transitions sortantes pour q. La plus
grande congruence correspond a la motion classique d’équivalence de Nérode,
et le quotient de T par cette congruence est l'automate déterministe minimal
associé a T.

2.4 Régularité et récursivité

Plutét que de définir notre algebre de types par une propriété universelle
(algebre initiale, coalgebre finale), nous allons axiomatiser les deux propriétés
dont nous aurons besoin pour pouvoir développer la théorie. Cela laissera plus de
liberté a 'implémentation. Ces deux propriétés sont la régularité et la récursivité
de la coalgebre. Elles permettent respectivement de garantir :

— la terminaison des algorithmes qui procédent par décomposition itérative

des types et mémoization ;

— D’existence de solutions a des systemes d’équations dans 'optique de définir

des types récursifs.

Pour formaliser ces deux conditions, il est commode de faire I’hypothese
suivante sur le foncteur F.

Definition 2.10 (Signature) Un foncteur F : Set — Set préserve les inclusions ensemblistes
si pour, pour des ensembles X,Y tels que X CY, alors FX C FY et l’image de

Uinclusion canonique ixy est l'inclusion canonique ipx py. On dit également

que F' est une signature.

Exemple 2.11 Le foncteur Ps(_) préserve les inclusions ensemblistes, ainsi
qu’un foncteur qui associe a un ensemble X un ensemble de termes avec des
variables libres dans X (et comme cas particulier, les foncteurs constants). La
composition de deuz foncteurs qui préservent les inclusions ensemblistes posséde
encore cette propriété, et il en est de méme pour la somme et le produit de deux
foncteurs (définies par (F+G)(X) =FX +GX, et (FxG)(X)=FX xGX).
On peut obtenir avec ces briques de base le foncteur de I’Exemple 2.9.

On suppose a partir de maintenant que le foncteur F' préserve les inclusions
ensemblistes.

Lemme 2.12 Soit f : X — Y une fonction. Alors : (Ff)(FX) C F(f(X)).

| Preuve: 1l suffit d’écrire f =ix)y o [’ O

Lemme 2.13 Soit f : X — Y une fonction et A C X. Alors : F(fja) =
(Ff)ira-

| Preuve: 1l suffit d’écrire fl4 = foia x. a

Definition 2.14 (Sous-coalgébre, extension) SoientT = (T, 7) et S = (S, 0)
deuz coalgébres. On dit que T est une sous-coalgebre de S, ou que S est une




2.4. Régularité et récursivité 45

extension de T si T C S et si Uinclusion canonique T — S est un morphisme
d’algébre T — S. On écrit alors T C S. Une retraction de S sur T est un
morphisme f: S — T tel que f oiy s = Idr.

Remarque 2.15 Les sous-coalgébres de S = (S,0) correspondent exactement
auzx sous-ensembles T C S tels que o(T) C FT. Avec cette correspondance, une
réunion quelconque de sous-coalgebres est encore une sous-coalgébre.

Remarque 2.16 Les extensions de T = (T,7) correspondent eractement aux
fonctions 0 : X — F(T + X) ou X est un ensemble quelconque.

Lemme 2.17 Soit f : T — S un morphisme de coalgébres. Alors l’image de f
est une sous-coalgebre de S.

Preuve: Il s’agit de montrer que o(f(T")) C F(f(T)). Oro(f(T)) =
Ff(r(T)) car f est un morphisme de coalgebres. On écrit ensuite :
Ff(r(T)) CFf(FT) C F(f(T)) par le Lemme 2.12. O

2.4.1 Régularité

Definition 2.18 (Base, régularité) Soit T une coalgébre. Une base de T est
une sous-coalgébre a support fini. Une élément du support de T est dit régulier
s’il appartient a une certaine base. L’algébre T est dite réguliére si tous les
éléments de son support sont réguliers.

Lemme 2.19 Une réunion finie de bases est une base.

Lemme 2.20 L’image directe d’une base par un morphisme de coalgébres est
une base.

Lemme 2.21 Soit f : T — S un morphisme de coalgébres. Si T est réguliere,
alors son image par f lest aussi. En particulier, tout quotient d’une coalgébre
réguliere est régquliére.

Remarque 2.22 Nous avons vu que les sous-coalgébres de T = (T, 1) peuvent
étre identifiées a leur support, c’est-a-dire a un sous-ensemble de T'. Nous allons
utiliser cette identification pour les bases.

La condition de régularité peut se comprendre de la maniére suivante. Soit
T = (7, 7) une coalgebre réguliere et ¢ un élément de T. On peut trouver une
base S C T qui le contient. La décomposition 7(t) est dans F'S, c’est-a-dire
que c’est une expression construite immédiatement sur d’autres éléments de S.
On peut continuer ainsi la décomposition et tous les éléments que 'on obtient
sont encore dans S. La finitude de S permet de garantir la terminaison de ce
processus de saturation.

Exemple 2.23 Reprenons le foncteur F' de U’Ezemple 2.9. Considérons une
coalgebre T = (T, 1), c’est-a-dire un automate (éventuellement infinie). Un état
q € T est régulier s’il fait partie dun sous-automate fini, c’est-a-dire si sa
fermeture avant est finie.

Lemme 2.24 Soit T une algébre. La sous-coalgébre constituée des éléments ré-
guliers est une algébre régqulicre.
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2.4.2 Récursivité

11 s’agit maintenant de garantir que tout systéme d’équations {a; = dy;...;a, =
dn}, avec les d; dans F{ay,...,a,} admet une solution. En fait, on veut aussi
pouvoir utiliser dans les membres droits des équations des éléments que 'on
connait déja dans 'algebre.

Definition 2.25 (Extension finie, extension réguliére) Soit T une coalgébre.

Une extension S de T est finie si la différence ensembliste des supports est finie.
Une extension S de T est réguliere si pour tout élément de S, il existe une

sous-algeébre T de S qui contient cet élément et qui est une extension finie de T

TCTCS)

Remarque 2.26 Les extensions régulieres de la coalgébre vide sont précisément
les coalgebres réguliéres.

Une maniere plus concrete de voir les choses est de dire qu'une extension
finie de T est donnée par un systéme fini {o; = dy;..., @, = d,} ol les d; sont
des éléments de F(T'+{aq,...,a,}), c’est-a-dire des expressions construites soit
sur des variables, soit sur des éléments de T'. Une retraction est une solution a
ce systeme, c’est-a-dire un moyen de plonger les variables «; dans T en validant
les équations (c’est ce que dit le diagramme commutatif qui exprime le fait que
la retraction est un morphisme de coalgebres).

Definition 2.27 Une coalgébre T est récursive si toute extension finie admet
une retraction.

Cette définition n’impose pas d’unicité des solutions. Le méme systeme peut
avoir plusieurs solutions différentes, et cela permet de ne pas imposer a I'implé-
mentation de devoir calculer une représentation unique des types.

Exemple 2.28 Poursuivons ’Exemple 2.9. Si T est une coalgébre récursive,
alors tout automate fini peut se plonger dedans (pas forcément de maniére
unique). Mieuzx, si l'on se donne un automate fini avec des transitions vers des
états de T, on peut trouver un plongement de cet automate dans T qui préserve
les états dans T.

Lemme 2.29 L’image d’une coalgébre récursive par un morphisme est une coal-
gebre récursive. En particulier, tout quotient d’une coalgebre récursive est récur-
stve.

Preuve: Soit ¢ : T — S un morphisme, avec T = (T,7) et
S = (5,0). On peut supposer que le morphisme est surjectif et
il s’agit de montrer que si T est récursive, alors S I'est aussi. Soit
¢ un inverse a droite de la fonction ensembliste ¢, c’est-a-dire une
fonction ¢ : S — T telle que ¢ o ¢ = Idg.

On considere une extension finie de S, disons &' = (S+ X, 0+5)
avec s : X — F(S+X). La récursivité de T donne 'existence d’une
fonction f: X — T qui fait commuter le diagramme :

F(S+X)
/ F($+1dx)

X—FT+X)
f F(Idr+f)

FT

@ F¢

i
!

T o
%U'FS
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La fonction F(S 4+ X) — F'S obtenue par composition sur le
coté droit du diagramme est F(¢pop+ ¢o f) = F(Idg+ ¢po f), ce
qui donne la retraction &’ — S :

X—3=F(S+X)
¢0fl iF(Ids-HbOf)

S——FS

O

Lemme 2.30 Soit T = (T, 1) une coalgébre récursive. Alors la fonction T : T —
FT est surjective.

Preuve: Soit t € FT. On considere l'extension finie S = (T+{e}, 0)
de T définie par o(e) = ¢. Une retraction de S sur T donne bien un
élément de T dont I'image par 7 est t. O

Ce fait montre que la coalgebre F'T est isomorphe & un quotient de T si T est
récursive.

De plus, on peut choisir un inverse a droite de 7, c¢’est-a-dire une fonction
f:+ FT — T telle que 7 o f = Idpp. Cela permet de voir 7' non plus comme
une F-coalgebre mais comme une F-algebre. Cependant, le choix de 'inverse f
n’est en général pas unique, donc cette vision n’a rien de canonique.

Lemme 2.31 Soit T une coalgébre récursive. Alors la coalgébre FT = (FT, F1)
est récursive. Si de plus T est réguliére, alors FT [’est aussi.

| Preuve: Corollaire des Lemmes 2.21, 2.29 et 2.30. O

Lemme 2.32 (Prolongement fini) Soit T une coalgébre récursive, S1 une
coalgébre quelconque et So une extension finie de Sy. Alors tout morphisme
81 — T se prolonge a S,.

Preuve: Soit f : 5§ — T un morphisme. Considérons la somme
amalgamée des deux morphismes f : S5 — T et ig, 5, : 51 — 52
(elle existe d’apres le Lemme 2.5). On peut la construire de sorte
& avoir une extension finie S, de T :

81C—> S,
lf lf’
T——S;
La régularité de T donne une retraction g: S5 — T :

519 Sy

|k

T——85,

g
Idy J/

T
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| On en déduit un morphisme go f’ : S, — T qui prolonge f. a

Theoréme 2.33 (Prolongement régulier) Soit T une coalgébre récursive,
S1 une coalgébre quelconque et Sy une extension réguliére de Si. Alors tout
morphisme S1 — T se prolonge a Ss.

Preuve: Soit f : 83 — T un morphisme. On considere ’ensemble
des couples (S, f") ot S; € & C Sy et f’ est un morphisme
S’ — T qui prolonge f. On munit cet ensemble de I'ordre défini
par: (S, f1) < (S5, f5) ssi 5] C S et f4 prolonge fi. Cet ensemble
ordonné est inductif, et le lemme de Zorn donne l'existence d’un
élément (S, fmm) maximal. Montrons que S,,, = S. Il suffit de mon-
trer que pour toute sous-coalgébre &’ de S, qui est une extension
finie de 81, on a &’ C G,,,. Pour une telle coalgebre, on considere la
sous-coalgebre §” = &' US,,,. C’est une extension finie de S,,, et
donc par le lemme précédent, le morphisme f,, se prolonge & S”.
La maximalité du couple (S,,, fn) donne S,,, = S”. O

Corollaire 2.34 (Retraction réguliére) Soit T une coalgébre récursive et S
une extension réquliére. Alors il existe une retraction S — T.

Preuve: 11 suffit d’appliquer le théoreme précédent pour prolonger
le morphisme Idy a S. a

Ce corollaire sera utilisé dans la section suivante.

2.4.3 Application : transfert entre signatures

Dans cette section seulement, nous prenons deux signatures différentes, c’est-
a-dire deux foncteurs F' et G qui préservent les inclusions ensemblistes. On se
donne une F-coalgebre T = (T, 7) récursive et une G-coalgebre S = (S, 0)
réguliere. Il est naturel de considérer les couples de fonctions (f : S — T,g :
GS — FT) qui sont compatibles avec les structures de coalgebres respectives,
c’est-a-dire qui font commuter le diagramme suivant :

S —72=GS

ST

T——FT

On veut contraindre ces fonctions par un systeme d’équations qui associe
a tout élément de GS un élément de F(T + S). Pour exprimer le fait que ce
systeme ne dépend pas de la construction de S, on suppose que la fonction
GS — F(T + S) est définie comme (g ot B est une transformation naturelle
8 :G — F(T + _). Formellement, on demande que le diagramme ci-dessous
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comimute :

&\

g F(T+8)

%ﬂ‘)

FT

Autrement dit, la fonction g se déduit de f. Le théoréeme suivant assure 1’exis-
tence d’une telle fonction f.

Theoréme 2.35 Etant donnés les objets introduits ci-dessus, il existe une fonc-
tion f: S — T tel que le diagramme ci-dessous commute :

g

S—GS

B

! F(T+S5)
lF([dTH)

T—T>FT

Preuve: On dispose de la F-coalgebre T = (T + S, 7+ 85 0 o) qui
est une extension de T. Une retraction de cette F-coalgebre sur T
donnera bien une fonction f : .S — T solution du systéme, c’est-a-
dire qui vérifie 7 o f = F(Idp + f) o Bs o 0. Pour toute base B de
S, on dispose de la sous-coalgebre de T’ de support T + B, qui est
une extension finie de T. Cela résulte du diagramme de naturalité
de 3 pour l'injection canonique ip g. Le Corollaire 2.34 donne bien
lexistence d’une retraction T" — T. O

Un exemple Nous donnons maintenant un exemple concret d’application du
résultat précédent. Il s’agit d’une version simplifiée du Théoreme 6.9. Fixons un
alphabet fini ¥. Le foncteur F' associe a un ensemble X ’ensemble des termes
finis engendrés par la syntaxe suivante :

t:= (tvt) | (zxz) | a

ou x désigne un élément générique de X et a désigne un élément générique de
Y. On suppose donnée une F-coalgebre récursive T = (7, 7). On peut la voir
comme une algebre de types (avec types produit et types réunion).

De méme, le foncteur G associe & un ensemble Y I’ensemble des termes finis
engendrés par la syntaxe suivante :

p= (plp) | (y,y) |t

ol y désigne un élément générique de Y et ¢t désigne un élément générique de
FT. On suppose donnée une F-coalgebre réguliere S = (S, 0). On peut la voir
comme une algebre de motifs.
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On veut alors associer a tout motif un type qui représente les valeurs ac-
ceptées par p. Formellement, on veut définir deux fonctions f : S — T et
g : GS — FT reliées par la relation 7o f = g o o, et qui vérifient de plus les
équations suivantes :

g(pilp2) = g(p1)Vy(p2)
9((y1,92)) = fly)xf(y2)
g9(t) =t

On rentre dans le cadre du théoréme ci-dessus on définissant la transforma-
tion naturelle 8: G — F(T + _) par :

By (p1lp2) = By (p1)VBy(p2)
By ((y1,92)) = y1Xy2
By (t) =t

On peut alors appliquer le théoréeme pour définir la fonction f: S — T et la
fonction g s’en déduit.

2.5 Constructions

Dans cette section, nous montrons comment construire de maniere formelle
des coalgebres récursives et régulieres. Nous donnons trois constructions. La pre-
miere modélise une implémentation qui partage de maniere optimale les types
récursifs (c’est-a-dire que deux types qui possédent le méme déroulement infini
seront égaux dans cette coalgebre). La seconde au contraire modélise une implé-
mentation qui ne cherche a créer aucun partage. La troisieme est intermédiaire :
elle détecte les types définis par les mémes équations (modulo renommage des
variables de récursion et suppression d’équations inutiles) et les partage.

Les constructions s’appuient sur un ensemble infini dénombrable V' de va-
riables, que 'on fixe pour la suite de cette section.

Comme pour la construction classique d’une algebre initiale, nous aurons
besoin d'une hypothese de continuité sur le foncteur F. Compte tenu du fait
que F' préserve les inclusions ensemblistes, nous pouvons donner une version
concrete de cette hypothese de continuité.

Definition 2.36 (Continuité) Une famille d’ensembles (X;);cr est dirigée
Vijel Fkel X;UX; C Xy

Le foncteur F est continu si pour toute famille d’ensembles dirigée (X;)icr -
F(Jx)=Fx;
iel i€l

Dans toute la suite de ce chapitre, nous supposons le foncteur F' continu.
Une conséquence de cette hypothese est que la classe des coalgebres régulieres
est stable par extension finie.

Lemme 2.37 (Stabilité des coalgébres réguliéres par extension finie)
Soit T C S une extension finie. Si T est réguliére, alors S est réguliére.
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Preuve: Notons T = (T,7) et S = (5,0). On peut écrire S =
T + X ou X est un ensemble fini. Par continuité du foncteur F' et
régularité de T, on obtient : F(S) = F(I'+ X) =F(UB+ X) =
U F(B+ X) ot les réunions sont prises sur ’ensemble des bases de
T. Il s’agit bien d’une famille dirigée car la réunion de deux bases
est encore une base. L’ensemble o(X) étant fini, il est possible de
trouver une base B telle que o(X) C F(B + X). On a aussi, par
définition d'une base : o(B) C FB C F(B + X). On obtient une
base B’ de S dont le support est B + X. On a montré que tous les
éléments de S\T sont dans une base de S. Il en va évidemment de
méme des éléments de T O

Remarque 2.38 Par une preuve similaire, on peut montrer la transitivité des
extensions régulieres : st Ty C To et To C T3 sont deux extensions régqulieres,
alors Ty C T3 l’est également.

2.5.1 Partage optimal

Dans cette section, nous allons construire une coalgebre réguliére et récursive
avec partage optimal, c’est-a-dire qui n’a pas de quotients.

L’idée est d’introduire un type par un systéme fini d’équations {ay = dy;...;a, =
d,} en distinguant une de ses variables a;. On considére les couples (T, o) on
T = (T, 7) est une coalgebre finie a support dans V' (T € P¢(V)) et o € T. Pour
introduire le partage optimal, on définit ~p comme la relation d’équivalence
engendrée par les équations :

(T,a) ~p (S, f(a))

pour tout morphisme de coalgebres finies f : T — S. On note [T, a] la classe
d’équivalence de (T,a) et D D'ensemble de ces classes. Nous allons munir D
d’une structure de coalgebre et montrer qu’elle est réguliere et récursive.

Remarque 2.39 Du fait de l’équivalence ~p, on s’autorisera a noter (T,«)
pour toute coalgébre finie T. En effet, I’équivalence ~p permet de raisonner a
renommage des variables pres, ce qui permet de toujours se ramener au cas ou
le support de T est un sous-ensemble de V.

Tout d’abord, pour toute coalgebre finie T = (T, 7), on définit la fonction
®r: T — D par :
Py (a) = [-ﬂ—v a]

Lemme 2.40 Si f: T — S est un morphisme de coalgébres finies, alors Psof =
O,

| Preuve: On calcule : ®s(f(a)) =[S, f(a)] = [T, o] = Pr(a). O
Cela permet de définir une fonction 6§ : D — F'D par :
§([T,a]) = For(r(a))

si T = (T, 7). Cette définition est valide car si f : T — S, alors, par le fait précé-
dent : Fds(o(f(a)) = FOs(Ff 0 7(a) = F(®s o f)(r(a)) = Fr(r(a)). Soit
D = (D, ) la coalgebre ainsi définie. Nous allons prouver qu’elle est réguliere et
récursive.
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Lemme 2.41 La fonction &y : T — D est un morphisme de coalgébres T — D.
| Preuve: Conséquence immédiate de la définition de @t et de §. O
Theoréme 2.42 (Régularité) La coalgébre D est réquliére.

Preuve: Soit T = (T, 7) une coalgebre finie quelconque. En utili-
sant les Lemmes 2.41 et 2.17, on obtient que I’ensemble &7(T) =
{[T,a] | @ € T} est une sous-coalgebre de D. Son caractére fini est
évident. C’est donc une base, et tout élément de D est dans un tel
ensemble. O

Le lemme suivant permet de relier deux visions des bases de D. En effet, une
telle base B peut étre vue soit comme un ensemble fini d’éléments de D, soit
comme une coalgebre finie qui donne naissance a un morphisme &g : B — D.

Lemme 2.43 (Internalisation des bases) Soit B une base de D. Alors ®p
est l'inclusion canonique B — D.

Preuve: 1l s’agit de montrer que pour tout élément [T, a] de B, on
a: [B,[T,a]] = [T, a]. Pour cela, introduisons la base S = &¢(T)UB
de D. On peut voir &1 comme un morphisme de coalgebres T — S
qui envoie « sur [T,a] et cela donne Pégalité : [T,a] = [S, [T, «]].
D’autre part, on peut considérer l'inclusion canonique B — S,
qui envoie [T,a] (dans B) sur lui-méme (dans S), ce qui donne :
[B,[T,a]] =[S, [T, «]]. Par transitivité, on obtient 1’égalité recher-
chée. a

Corollaire 2.44 Soit T une coalgébre finie. Alors le seul morphisme T — D est
Dy

Preuve: Soit f : T — D un tel morphisme. Soit T’ I'image de T par
f; c’est encore une coalgebre finie, donc une base de D. On peut
écrire f =i po f' ot f’ est un morphisme T — T’. Le Lemme 2.40
donne &y = &/ o f’ et le lemme précédent donne @y = iy p. On
en déduit f = Pr. O

Le corollaire ci-dessous caractérise D par une propriété universelle dans la
sous-algebre pleine de Algy constituée des coalgebres régulieres.

Corollaire 2.45 (Finalité) Soit T une coalgébre réguliére. Alors il existe un
unique morphisme T — D, que l’on note ®r.

Preuve: La restriction d’un tel morphisme a chaque base B de T doit
coincider avec 'unique morphisme B — D. Cela donne ['unicité,
ainsi que la maniére de construire le morphisme T — D. O

Corollaire 2.46 L’unique morphisme D — D est [’identité.

Corollaire 2.47 Si T est une coalgébre réguliére, alors tout morphisme D — T
est injectif.
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Preuve: Si f est un morphisme D — T, alors & o f est l'identité
d’apres le Corollaire précédent. O

Theoréme 2.48 (Récursivité) La coalgébre D est récursive.

Preuve: Soit T = (T,7) une extension finie de D. D’apres le
Lemme 2.37, c’est une coalgebre réguliere, et on obtient avec le
Corollaire 2.45 un morphisme &y : T — D. C’est une retraction
d’apres le Corollaire 2.46. O

Theoréme 2.49 (Partage optimal) L’unique congruence sur D est l'iden-
tité.

Preuve: Soit = une congruence sur D. Le Lemme 2.21 montre que
le quotient D/ = est une coalgebre réguliere. Le Corollaire 2.47
indique alors que la projection 7 : D — D/ = est injective. La
congruence est donc l'identité. O

Lemme 2.50 Le morphisme § : D — FD est un isomorphisme.

Preuve: 1l suffit de vérifier que la fonction ensembliste est bijec-
tive. La surjectivité est conséquence du Lemme 2.30. D’apres le
Lemme 2.31, on sait que F'D est réguliere. Le Corollaire 2.47 montre
alors que la fonction ¢ est injective. O

Techniques d’implémentation Des algorithmes efficaces pour implémenter
le partage optimal ont été développés par Mauborgne [Mau99, Mau00] et Consi-
dine [Con00], dans le cas ot le foncteur F' associe & un ensemble X un ensemble
de termes (libres) construits sur X. Ces techniques s’inspirent des méthodes de
minimisation des automates déterministes finis [Wat94]. Elles ne s’adaptent pas
directement, par exemple, au cas du foncteur Ps(_), ou de foncteurs construits
a partir de Py(_), c’est-a-dire lorsque ’on ajoute des axiomes tels que la com-
mutativité et 'associativité sur les termes.

2.5.2 Partage minimal

Nous décrivons maintenant une autre construction d’une coalgebre réguliere
et récursive qui ne s’appuie pas sur le partage maximal. En particulier, deux
types définis par deux systemes d’équations identiques & renommage des va-
riables prés ne seront pas égaux dans la coalgebre. Au contraire, nous allons
construire une coalgebre récursive et réguliere T, avec partage minimal, c’est-
a-dire telle que toute autre coalgebre réguliere et récursive s’obtienne comme
un quotient de T..

L’idée est de travailler avec des termes de la forme « a1 where {a; = dy;...;a, =
dn} » olt les d; sont des expressions construites sur les a; et d’autres termes de
la méme forme.

Fixons un ensemble infini de variables V. On définit une suite d’ensembles
(To)nen par Tp =0, Ty, = {(X,0,a) | X € Ps(V),0: X — F(T,, + X),a €
X}. On constate que cette suite est croissante (pour l'inclusion). On pose alors :
Too = UT,. Pour tout couple (X,0) avec X € Ps(V),0 : X — F(T, + X),
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on dispose de la fonction ®, : T, + X — T définie comme 'identité sur Ty,
et par O, (o) = (X,0,a) € T,41 € T pour a € X. On peut alors définir une
fonction 7o : Too — FToo par 7 (X, 0,a) = FO,(0(a)). Soit Tee = (Too, Too)
la coalgebre ainsi définie.

Theoreme 2.51 La coalgebre T est récursive.

Preuve: Soit S = (S, 0) une extension finie de Ty,. On peut sup-
poser que S = T, + X pour un certain ensemble X € Ps(V).
On note encore ¢ pour sa restriction & X. L’image de X par o est
contenue dans F(T, 4+ X), qui, par continuité du foncteur F, est la
réunion |J F(T,, + X). Or cet ensemble o(X) est fini, donc, pour n
assez grand, on peut voir o comme une fonction X — F(T,, + X).
On considére alors la fonction @, : S — T, définie plus haut.
Elle prolonge l'identité sur T,,. Pour conclure la preuve, il suffit
donc de montrer que c’est un morphisme de coalgebres S — T,
c’est-a-dire que :
Too © Py = FO, 00

On vérifie cette égalité séparément sur T, et sur X. Dans la
mesure ou P, se comporte comme l'identité sur T,,, on en dé-
duit que F'®, se comporte comme l'identité sur F'T... De plus, o
coincide avec 7o, sur 1. Donc pour un élément ¢t € T,,, on a bien
oo (@ (1)) = 7o () = (1) = F (o (1),

Maintenant, soit @ € X. On a : 7o (P, (a)) = Too (X, 0, ) par
définition de ®, et 700 (X, 0,a) = F®,(0(a)) par définition de 7.

O

Theoréme 2.52 La coalgebre Ty, est régulicre.

Preuve: Tout d’abord, constatons que les T, sont des sous-
coalgebres de Tt,. Cela découle du fait que si 0 : X — F(T,, + X),
alors 'image de tout a € X par ®, est dans T}, 11 ; ainsi 7 envoie
T,+41 dans FT,4;.

Comme T,, = JT,, il suffit de montrer que toutes les sous-
coalgebres T,, sont régulieres. On procede par récurrence. Le cas
de base n = 0 est trivial. Supposons donc T,, réguliere et montrons
que T,41 Vest aussi. Soit (X, o, ) un élément de T, ;. Montrons
qu’il est régulier. On définit une coalgebre S = (T,, + X, 7 + o).
C’est une extension finie de T,,, c’est donc une algebre réguliere,
d’apres le Lemme 2.37. Comme dans la preuve du Théoreme 2.51,
on peut alors voir ®, comme un morphisme de coalgebres S —
Trn41. D’apres le Lemme 2.21, son image est réguliere. Or @, (o) =
(X, 0,a) et cet élément de T}, 11 est donc régulier. O

Dans la mesure ou T, est réguliere, on sait qu’il existe un morphisme T, —

T pour toute coalgebre récursive T (Théoreme 2.33). Nous allons montrer que
si 'on suppose de plus T réguliere et dénombrable, alors on peut construire un
morphisme surjectif To, — T. Cela montre que toute coalgebre qui vérifie ces
conditions est isomorphe a un « quotient » de T.

Theoréme 2.53 Soit T = (T, 7) une coalgébre récursive, réguliére, et de sup-
port dénombrable. Alors il existe des morphismes surjectifs Ty — T et Too — T.
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Preuve: Supposons donné, pour tout couple (X, o) avec X € P;(V)
et 0 : X — FX, un morphisme de coalgebres f, : (X,0) — T. On
peut alors définir une fonction f : Ty — T par f(X,0,a) = f,(a).
On a alors f, = fo®,. On a également F f,o0 = 7o f,, qui exprime
le fait que f, est un morphisme. Cela permet d’établir que f est
un morphisme de coalgebres T; — T ; pour un triplet (X, o, «), on
calcule : Ffor(X,0,a) = FfoF®,00(a) = F(fo®,)oo(a) =
Ffyo0(0) =70 fr(a) =10 f(X,0,a)

L’existence des morphismes f, pour tout (X, o) est une consé-
quence de la récursivité de T. On montre maintenant qu'un choix
judicieux permet de rendre le morphisme f: T; — T surjectif.

Les bases de T sont en nombre dénombrable; on les note
(Bn)nen- Pour chacune de ces bases, on choisit un couple (X, 0y,)
qui lui est isomorphe en tant que coalgebre. On note f,, : X,, — B,
ce morphisme. Il est possible de choisir les couples (X,,, 0, ) pour
qu’ils soient tous différents. Cela permet de choisir f,, = f,. Pour
les autres f,, on fait un choix arbitraire.

Avec ces choix, le morphisme f est alors surjectif. En effet,
pour tout entier m, il induit une bijection entre ®,(X,) et B,,.
Le Corollaire 2.33 permet d’étendre f en un morphisme surjectif
Te — T. O

Lemme 2.54 Les deux coalgébres To, et D ne sont pas isomorphes (sauf si
FX =0 pour tout X).

Preuve: Si FX = () pour tout X, il n’y a qu’une seule coalgebre (de
support vide). Supposons que ce n’est pas le cas. Par continuité
du foncteur F, il existe un ensemble fini X tel que FX # (. A
renommage pres, on peut supposer que X € Pr(V) et que X # (.

On sait qu’il existe un unique morphisme f : Too — D. Il s’agit
de montrer que ce n’est pas un isomorphisme. Nous allons mon-
trer qu’il n’est pas injectif. Considérons sa restriction a la sous-
coalgebre T;. C’est I'unique morphisme f; : Ty — D. Or 'on peut
définir une fonction Ty — D par f1(X,0,a) = [(X,0),qa] et il est
aisé de voir que c’est effectivement un morphisme de coalgebre.
C’est donc f;. Il suffit alors de prouver que f; n’est pas injective.
On dispose de X € Pf(V) tel que FX # (). Il existe donc une fonc-
tion ¢ : X — FX, et un élément a € X. On en déduit un triplet
différent (X', 0’, '), en renommant par exemple les éléments de X
(ou simplement en prenant un sur-ensemble strict de X), de sorte
qu’il existe un morphisme de coalgebres finies (X,0) — (X', 0')
qui envoie « sur . Les deux triplets (X, 0, a) et (X',0',a’) ont
la méme image par f;, qui n’est donc pas injective. O

2.5.3 Partage modulo renommage et extension

On donne une troisieme construction d’'une coalgebre réguliere et récursive,
qui n’est isomorphe ni a T, ni a D. Cela signifie qu’elle peut étre obtenue a
partir de T, en quotientant par une congruence plus grosse que l’identité, mais
qui n’est pas maximale non plus. Nous en donnons une construction directe.
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L’idée est de considérer des systemes {a; = di;...;0, = dy} (ou les d;
sont construits sur les «;) modulo renommage des variables et extension (ajout
d’équations inutiles). Formellement, cela revient & considérer les couples (T, «)
ou T = (T, 7) est une coalgebre finie dont le support est inclus dans V, et o« € T.
On considere ’équivalence induite par les relations :

(F’ OL) =p (57 f(a))

pour tout morphisme injectif f : T — S (qui représente un renommage et un
ajout d’équations). On note < T, > la classe d’équivalence du couple (T, )
et D’ I'ensemble de ces classes. On procede alors comme pour le cas du partage
optimal. Pour toute coalgebre finie T = (7', 7), on définit la fonction &4 : T — D’
par :

Pr(a) =<T,a >

Lemme 2.55 Si f : T — S est un morphisme injectif de coalgébres finies, alors
Qg o f = P

On peut alors définir la fonction 8’ : D' — FD' par :
S (< T,a>)=Fo(r(a))
si T=(T,7). Soit D’ = (D', ') la coalgebre ainsi définie.

Lemme 2.56 La fonction ®f : T — D’ est un morphisme de coalgébres T —
D’.

Theoréme 2.57 La coalgébre D' est réguliere.
| Preuve: La preuve est identique a celle du Théoreme 2.42. |
Theoréme 2.58 La coalgébre D' est récursive.

Preuve: Soit S = (5,0) une extension finie de D’. On peut sup-
poser S = D'+ X avec X = {ai,...,a,} € Ps(V). Dapres
le Lemme 2.37, on en déduit l'existence d’une base B de D’ qui
contient X. On écrit B = {< T1,61 >,...,< T, 8n >} + X.
En fait, compte-tenu de 1’équivalence modulo renommage et ex-
tension et quitte & renommer les 3;, on peut méme supposer que
tous les T; sont égaux : B = {< 1,01 >,...,.< 1,0 >} + X
avec T = (T, 7). Posons alors T = T + X et définissons la fonc-
tion f: B — T par f(< T,8; >) = B; et f(a;) = ;. On peut
alors définir 7" : T/ — FT’, prolongement de 7 : T' — FT, par :
() = Ff(o(a;)) pour o; € X. En effet, on sait que B est une
base, et donc ¢(X) C B. On dispose ainsi d'une coalgebre finie
T =(T,1").

On peut maintenant définir une retraction g : S — D’ comme
l'identité sur D’ et par g(a;) = @5 (o) =< T, o; >. Il faut vérifier
que c’est un morphisme de coalgebres. Cela découle d'un simple
calcul, en remarquant que la restriction de g a B est la composée
O of 8 oglay) =< T,y >) = FOL (17 (e)) = F(®f, o
Nlo(a:) = Fgoolar). 0
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Nous allons maintenant montrer que cette construction donne en général une
coalgébre D’ qui n’est isomorphe ni & D ni & T,,. Nous allons prendre comme
foncteur F' I'identité. Les coalgebres sont alors les graphes (finis ou infinis) dont
le degré sortant de chaque nceud est exactement 1.

On voit facilement que D est un singleton. On peut aussi décrire tres préci-
sément D’. Pour toute coalgebre T = (T, 7), et tout élément o € 7, on définit
pr(a) comme le plus petit entier n strictement positif tel quel 7" (o) = «, ou
+00 si un tel entier n’existe pas (ce qui n’est possible que lorsque T est infinie).
On constate que si f : T — S est un morphisme injectif de coalgebres, alors
pr(a) = ps(f(c)) pour tout . On peut donc définir une fonction p : D' — NT
par p(< T, >) = pr(«). Nous allons montrer que c’est une bijection. Pour un
entier n > 0 fixé, on peut considérer la coalgebre finie Z,, = (Z/nZ, (v — z+1)).
Pour tout € Z, on a : pz, (z) = n. On constate alors que pour toute coalgebre
TetaeT,sipr(a) = n, alors il existe un morphisme injectif Z,, — T qui
envoie un élément arbitraire de Z,, sur c. On en déduit le caractere bijectif de
la fonction p, ce qui donne un cardinal dénombrable pour D’ et ’on voit im-
médiatement que D et D’ ne sont pas isomorphes. Mais on observe aussi que
pour tout élément = de D', on a pp/(z) = 1 (autrement dit : ¢ est 'identité).
En effet, un tel élément = peut toujours s’écrire < Z,,,0 > pour un certain n,
et 0'(< Z,,0 >) =< Z,,,1 >=< Z,,0 >. Clairement, la coalgébre T, n’a pas
la méme structure. Par exemple, si on prend X = {a1,as}, et o(a1) = ao,
o(ag) = aq, alors pour I'élément z = (X, 0,1) de T, on a : pyr__(z) = 2.
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Chapitre 3

Algebre de types

Dans le chapitre précédent, nous avons introduit le formalisme pour construire
des (co)algebres de termes récursifs sur une signature arbitraire, donnée par
un endofoncteur ensembliste F'. Dans ce chapitre, nous instancions ce cadre
pour définir ’algebre de types d’un calcul, qui servira de coeur sur lequel nous
construirons le langage CDuce.

3.1 Combinaisons booléennes

3.1.1 Motivation

Nous voulons introduire des combinaisons booléennes (réunion, intersection,
complémentaire) dans ’algebre de types. Une solution immédiate serait de consi-
dérer ces opérations booléennes comme des constructeurs de types, au méme
titre, disons, que les types fleche ou produit. Dans une telle approche, on défi-
nirait le foncteur F par :

te FX i=x—zx | zxz | zVz | zAz | -z |

ou la métavariable x représente des éléments quelconques de X.

Cette approche se préte bien a la construction d’une algebre inductive de
types. Mais dans notre formalisme pour les coalgebres récursives, cela permet-
trait de définir un type ¢t par une équation comme :

t = —t

Evidemment, il n’est pas possible de donner une sémantique ensembliste a un
tel type. De méme, une équation comme :

t = tVt

ne donne aucune information sur le contenu du type ¢. De maniere générale, on
veut éviter les récursions mal-formées, qui « ne traversent pas un vrai construc-
teur ». Une solution est de stratifier la construction, en utilisant une construction
inductive par les connecteurs booléens. Par exemple, on peut définir le foncteur
F par :

te FX i=ax—ax | zxx | tVL | tAt | —t |
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Pour un ensemble X fixé, ’ensemble F'X représente des termes finis construits
avec les connecteurs booléens, et dont les atomes sont les « vrais » constructeurs
de lalgebre de types. On évite ainsi de pouvoir définir des types mal-formés.

Cette construction présente cependant I'inconvénient d’interdire d’identifier
dans 'implémentation des types équivalents modulo des tautologies booléennes
(par exemple ¢ et tVt). En particulier, méme si 'ensemble X est fini, le foncteur
donne un ensemble F'X infini. Cela peut poser un probléme avec des algorithmes
(par exemple, un algorithme de sous-typage) qui procédent en saturant un en-
semble de types, et en introduisant dans leurs calculs internes des combinaisons
booléennes de types. Pour en assurer la terminaison, il faut trouver une repré-
sentation qui autorise a partager des combinaisons booléennes tautologiquement
équivalentes. Il n’est pas nécessaire de détecter toutes ces équivalences, car cela
peut avoir un colt important, mais identifier plus de combinaisons équivalente
permet de réduire le nombre d’itérations nécessaire dans les algorithmes qui
procedent par saturation.

Nous allons étudier un exemple de représentation qui convient. Dans la sec-
tion 11.3, nous indiquons des variantes possibles.

3.1.2 Combinaisons booléennes finies en forme normale
disjonctive

Une combinaisons booléenne finie en forme normale disjonctive sur un en-
semble X d’atomes est une réunion finie d’intersections finies de littéraux, un
littéral étant soit un atome, soit le complémentaire d’un atome. On peut définir
I’ensemble de ces objets par la syntaxe stratifiée :

C

0| CcvC | L
L = 1

| LAL | = | —x

La « production » L représente les « lignes » d’une forme normale disjonctive.
En prenant en compte ’associativité et la commutativité de 'intersection, on
peut la définir de maniére moins syntaxique en réunissant d’une part I’ensemble
des littéraux positifs et d’autre part I’ensemble des littéraux négatifs -z. On
considére donc lensemble P;(X) x Py(X). Par exemple, la ligne z1A-zaAx3
peut se représenter par le couple ({x1,z3}, {z2}). L’élément neutre pour U'inter-
section 1 correspond au couple (0, ().

On peut faire de méme pour la production C, en voyant une combinaison
comme un ensemble fini de lignes. Globalement, une combinaison booléenne fi-
nie en forme normale disjonctive peut ainsi se représenter par un élément de
Pensemble Py (Pr(X) x Pr(X)) que Pon note BX (B pour combinaison boo-
léennes). L’élément neutre pour la réunion 0 correspond & I’ensemble vide dans
cette représentation.

Nous pouvons maintenant définir les connecteurs booléens comme des opé-
rateurs sur cet ensemble BX. On commence par noter @z I’élément {({z},0)}
de BX qui correspond a l'atome z, et de méme Q-x pour le littéral négatif
{(0,{x})}. On définit la réunion et I'intersection par les formules :

t1Vt2 = tl U tQ

tiAty = {(Pl UPQ,Nl UNQ) | (Pl,Nl) € ty, (PQ,NQ) (S tQ}
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Il est clair que les opérateurs V et A sont commutatifs et associatifs, et qu’ils
admettent respectivement 0 := () et 1 := {(0,0)} comme éléments neutres. Pour
toute famille finie (¢;);er d’éléments de BX, on peut donc définir naturellement
VZ.e s tiet /\z‘e ; ti par récurrence sur le cardinal de I. De maniere équivalente,
on peut les définir directement par les formules :

Vi Us

i€l i€l
Nti={UP.|UN: | Viel (P,N)€et;}
el icl iel

qui montrent le caractere associatif des opérateurs V et A.

Lemme 3.1 Pour tout élément t € BX, nous avons :

t=\/ (/\@mA/\@—-x)

(P,N)et \zeP zeEN

Ce fait suggere la définition suivante pour le complémentaire et la différence :

—t:= A <\/ a-zv \/ @x)

(P,N)et \zeP zeEN

tl\tg = tl/\_ltg
Lemme 3.2 Pour tout atome x € X, on a ~Qxr = Q-z.

Dans l'optique de définir une interprétation ensembliste des types, il est
naturel d’introduire la définition suivante.

Definition 3.3 Une interprétation ensembliste de BX dans un ensemble
D est une fonction [_] : BX — P(D) telle que, pour tout t,t1,t2 € BX :

- [o] =0

- [ =D

— [t1Via] = [t1] U [t2]

= [tainta] = [ta] N [t2]

- [t = D\l

Lemme 3.4 Une fonction [ ] : BX — P(D) est une interprétation ensembliste
si et seulement si pour tout t € BX :

- U (m s\ |J ﬂ@x]})

(P,N)et \aeP zEN

(avec la convention qu’une intersection indexée sur l’ensemble vide vaut D)

Preuve: Supposons que [_] est une interprétation ensembliste et
considérons un élément ¢ € BX. En utilisant le Lemme 3.1, on

obtient :
M= U N Iedn () [6-]

(P,N)etxzeP zEN
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Le Lemme 3.2 donne [@-z] = [-@Qz] = D\[Qz], ce qui permet
de conclure :

M= U ()@ [ [es]

(P,N)etzeP zeEN

Réciproquement, si I’on suppose cette formule valide pour tout
t € BX, on vérifie facilement que [_] est une interprétation en-
sembliste. Etudions par exemple le cas t1Aty. On a :

[t] N [t2] U N e\ U [@4]

(P1,N1)€ty zEP zEN,
U Nl Y [ea]
(P2,N2)€ty zEP €N,
= U N ez |J [@z]
{Eglvxlggh rzeP1UP; rEN;UN,

2, N2) €ty
= [tiAts]

d

Corollaire 3.5 Pour tout fonction [_] : X — P(D), il existe une unique in-
terprétation ensembliste de BX dans D qui envoie Qx sur [z] pour tout atome
x € X. On la note encore [_].

Une propriété importante est que on peut voir B = Pr(Pr(_) x Pr(_))
comme un foncteur qui préserve les inclusions ensemblistes. Il est légitime de
ne pas préciser ensemble X lorsqu’on manipule les opérateurs V,A, =, \ et les
éléments 0 et 1. Par exemple, si t1, to sont simultanéments dans BX et dans BY,
alors on peut calculer t1Vito indifféremment dans BX et dans BY, et obtenir
le méme résultat. On peut interpréter cela de maniere catégorique en disant
que les connecteurs sont « naturels » par rapport au foncteur B (par exemple,
Popérateur V peut étre vu comme une transformation naturelle B__xB_ — B_).

Pour tout élément t € BX, on peut définir I’« ensemble des atomes de ¢ »
comme le plus petit ensemble Y C X tel que t € BY', a savoir U(P,N)et PUN.

3.2 Algebres avec types récursifs et combinai-
sons booléennes

Nous avons maintenant tous les éléments en main pour définir une algebre
de types avec les caractéristiques suivantes :

— types récursifs ;

— constructeurs arbitraires ;

— combinaisons booléennes bien formées.

Silon note F la signature des constructeurs (c’est-a-dire un foncteur Set —
Set qui préserve les inclusions ensemblistes), on peut définir une algebre de
types comme étant une (Bo F')-coalgebre récursive et réguliere T = (T, 7). Nous

notons 7 = BFT et Ty =FT.
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Definition 3.6 Les éléments de T (resp. f} (resp. T4 ) sont appelés noeuds de types

(resp. expression de types, ou simplement types) (resp. atomes).

La fonction 7 : T — T associe & un noeud une expression, et une expression
est une combinaison booléenne (en forme normale disjonctive) d’atomes. Les
atomes sont des objets construits sur des nceuds de types, via la signature F'
On notera 6,61, ... les éléments de T, et t,tq,... les éléments de T'.

Pour assurer 'existence d’une algebre de type, il suffit de supposer que le
foncteur F' est continu. Si c’est le cas, le foncteur B o F' I'est également, et on
peut appliquer les construction du chapitre précédent.

Il s’agit maintenant de définir la signature F', c’est-a-dire la maniere de
construire des atomes a partir de nceuds de types.

3.3 L’algebre minimale

Nous allons commencer a travailler avec une algebre minimale qui ne contient
que trois sortes de constructeurs : types produit, types fleche, et types de base.
Cela sera suffisant pour présenter notre approche. Nous pourrons ensuite étendre
lalgebre avec d’autres constructeurs (enregistrements, éléments XML, ...) en
expliquant les modifications a apporter au systeme minimal.

Nous fixons un ensemble B de types de base (par exemple Int, Char) et nous
définissons la signature F' de la maniére suivante :

a€FX i=x—x | zxx | b

ou b désigne un élément générique de B et x un élément générique de X.
Résumons les propriétés de 'algebre de types ainsi construite. On dispose
des fonctions suivantes :
— Les deux constructeurs binaires — et X : T'x T — T4 et les constructeurs
O-aires b € T4. R
— L’injection des atomes dans les expressions de types @Q : Ty — T'. Nous
allons la rendre implicite, en omettant @, ce qui revient a faire comme si
Ty CT. L N
— Les connecteurs booléens sur les expressions types V,A,\ : T x T — T et
- T — f, ainsi que les deux expressions de type 0,1 € T.
— La fonction surjective 7 : T — T qui associe a un noeud de type sa
description (une expression).
Il y a trois « univers » d’atomes : les types fleche, les types produit, les types
de base. Notons Ty, pour les atomes dans I'univers u, ou u € {fun, prod, basic} :

Tbasic = B
Trun = {91_’92 | (01’92) € T}
Tprod = {01)(92 ‘ (91,92) S T}

On a:

Ty = U T,

u€{fun,prod,basic}

De plus, la (BoF')-coalgebre est réguliere et récursive. La recursivité implique
que la fonction 7 est surjective : pour toute expression de type t, il est possible
de trouver (en pratique, de créer) un nceud dont la description est ¢. Cela permet
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de définir des types inductivement. Il existe ainsi des nceuds g et 61 tels que :
T(0p) = 0 et 7(f1) = 1. Pour simplifier les notations, nous les noterons encore
0 et 1.

On peut aussi former des types récursifs en considérant des systemes finis :

o = dp
oan = dy
ou les d; sont des éléments de BF(T'+{aq, ..., an}), c’est-a-dire des expressions

de types, mais ou l’on autorise des variables en plus des noceuds comme éléments
constitutifs des atomes. Voici un exemple :

a1 = 1XQsg
Qg = (0&1—*0&2)\/(0&2—’0(1)

La récursivité assure I'existence de deux nceuds 67 et 05 tels que :

7(91) = 01)(92
{ 7-(02) = (91—)92)V(02—)91)

On peut alors réutiliser ces noeuds dans un nouveau systeme :
{ ag = (01xa3)V(02—b)
qui permet de construire un nceud 63 tel que :
T(03) = (61%603)V(02—05)

Voila la maniere de construire des types récursifs. Nous allons maintenant
voir comment les déconstruire.

Definition 3.7 Un socle est ensemble de types 3 C T qui vérifie les condi-
tions :

— 3 est fini;

— 3 contient 0, 1 et il est stable par les connecteurs booléens (V,A,~);

— pour tout type t € 3 et tout (P,N) €t :

(61—)92 S PUN)\/(91X92 € PUN) :>T(91) E:/\T(eg) el
Theoréme 3.8 Tout ensemble fini de types est inclus dans un socle.

Preuve: 11 suffit de le montrer pour un ensemble de la forme 7(X)
ou X est une base. En effet, tout ensemble fini de types est inclus
dans un tel 7(X).

Soit A 'ensemble des atomes qui apparaissent dans un élément

de 7(X) :
A= J U Pun
ter(X) (P,N)et
11 est clair que c’est le plus petit ensemble tel que 7(X) C BA.
Comme X est une base, on a 7(X) C BFX, et donc A C FX.

Nous allons montrer que l’ensemble J = BA est un socle.
Comme l'ensemble X est fini, il en est de méme de 7(X), donc
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de A, et finalement de 3. La stabilité de 3 par les connecteurs
booléens est triviale (comme pour tout ensemble de la forme B_).
Prenons un atome 6;—#65 qui apparait dans un des types de 2.
C’est un élément de A, et donc de F'X. On en déduit que 61 et 0
sont dans X, et donc 7(6;) € 7(X) C BA=2.
Le cas 01 %0, est similaire. O

Ce théoreme assure que si 'on déroule un type t en considérant la description
des nceuds de types qui apparaissent dans ses atomes, et cela inductivement, on
n’obtient qu’un nombre fini de types différents. Mieux, on peut saturer l'en-
semble obtenu en appliquant les connecteurs booléens, et I’on obtient encore un
ensemble fini. Cette propriété de finitude sera utilisée pour assurer la terminai-
son des algorithmes.
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Chapitre 4

Sous-typage sémantique

Dans ce chapitre, nous montrons comment définir une relation de sous-typage
sur l'algebre de types minimale T introduite dans le chapitre précédent. Nous
adoptons une approche originale qui repose sur une interprétation ensembliste
des types.

Approches ensemblistes naives Nous voulons définir la relation de sous-
typage < en utilisant une interprétation ensembliste (au sens de la Défini-
tion 3.3), c’est-a-dire une fonction T — P(D), pour un certain ensemble D,
qui interprete de maniére ensembliste les connecteurs booléens.

Definition 4.1 (Sous-typage) Soit [ ] : T — P(D) une interprétation en-

~

sembliste. Elle définit une relation binaire <y j sur T par :
b <t = [[tl]] - [[tg]]

Cette relation est la relation de sous-typage induite par [_].

On a clairement 'équivalence : t; <[ | t2 <= [t1\t2] = 0. Autrement
dit, pour étudier cette relation de sous-typage, il suffit de se concentrer sur le
prédicat unaire « [_] =0 ».

Pour définir ainsi une relation de sous-typage, il faut choisir d’une part cet
ensemble D, et d’autre part la maniere d’interpréter les atomes T'4.

Un choix naturel serait de prendre pour D l’ensemble des valeurs du cal-
cul que nous voulons définir (voir Chapitre 5), d’interpréter un type ¢ comme
I’ensemble des valeurs de ce type, et de vérifier que 'on a bien défini une in-
terprétation ensembliste. On poserait : [t] = {v | F v : t}. Cela nécessite de
disposer du systeme de types pour le langage, or c’est précisément pour pouvoir
le définir que nous avons besoin d’introduire la relation de sous-typage. En fait,
nous avons seulement besoin de connaitre le type pour les valeurs, et non pour
des expressions arbitraires. Il s’agit simplement de savoir, étant donné un atome
a € T4 et une valeur v, si v est de type a ou non. Le probléeme provient des
fonctions. Si v est une A-abstraction Az.e et a un type fleche §;—65, on voudrait
dire que v a le type a si et seulement si z : 7(61) F e : 7(63), mais alors on aurait
besoin du systeme de type pour tout le langage. De plus, une telle définition
pose un probleme de stureté par rapport au typage. Dans un calcul avec sous-
typage, le type d’une expression devient de plus en plus précis au cours de son
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évaluation. Si 'abstraction ci-dessus n’a pas le type a, cela signifie simplement
que le systeme de type n’est pas assez puissant pour prouver que e a le type
7(f2) sous 'hypothese z : 7(01); dans ce cas, la valeur v doit avoir le type —a
(pour avoir une interprétation ensembliste des types). Supposons que ’on puisse
réduire le corps de v 1, de sorte & obtenir une nouvelle valeur v’ = Az.e’. 1l se
peut que le systeme arrive alors a prouver que e’ a bien le type 7(62), et donc
v’ le type a, mais elle doit bien avoir le type —a, tout comme ’abstraction dont
elle est dérivée. Nous avons donc une valeur de type a et de type —a, ce qui est
impossible avec une interprétation ensembliste.

Une autre possibilité serait de dire que ’abstraction Az.e a le type 6;—65 si et
seulement si toutes les valeurs que ’on peut obtenir en réduisant une expression
e[z — v] avec v de type 67 sont de type 02, et qu’aucune erreur de type ne peut
apparaitre au cours de ces réductions. Cela pose également des problemes. D’un
part, on s’appuie encore sur le systéme de types du calcul (qui n’est pas encore
défini, et dont la définition va dépendre de la relation de sous-typage). D’autre
part, la sémantique de calcul elle-méme va dépendre de la relation de sous-
typage (via l'opération de filtrage, ou simplement de test de type dynamique),
et donc cette définition est mal fondée. Cela ne fait donc qu’introduire une
boucle de circularité supplémentaire (entre typage, sous-typage et sémantique
dynamique).

Dans le calcul que nous allons introduire, les abstractions sont explicite-
ment annotées par leur type. Comme nous voulons disposer des fonctions sur-
chargées, une abstraction est annotée par un ensemble fini de types fleche
61—07;...;0,—0. . Cette abstraction a le type atome a = 6—6' si et seule-
ment si a est un super-type de lintersection A,_, , 0;—0, (et donc elle a le
type —a si ce n’est pas le cas). Ce typage ne dépend donc pas vraiment du corps
de labstraction (étant entendu par ailleurs que celui-ci est bien typé). Mais nous
n’avouns fait que déplacer le probleéme, car ’on définit le prédicat - v : a (lorsque
v est une abstraction et a un type fleche) en utilisant la relation de sous-typage
que l'on veut définir.

Idée de la solution proposée Les approches naives présentées plus haut
échouent. Nous proposons une solution qui consiste a assouplir le lien qui existe
entre I’ensemble D, utilisé pour interpréter les types, et ’ensemble des valeurs du
calcul que nous voulons typer. Nous voulons in fine pouvoir interpréter les types
comme ensembles de valeurs (et le sous-typage comme inclusion des ensembles
dénotés). Mais nous avons vu qu’il est problématique de vouloir partir de cette
propriété pour définir le sous-typage. En fait, la nature précise des éléments de
D n’a pas beaucoup d’importance : cet ensemble n’est utilisé que pour définir
la relation <. Nous sommes donc assez libres pour choisir D, la contrainte étant
d’interpréter les atomes de types de sorte a produire une relation de sous-typage
qui a du sens pour les valeurs.

Nous allons définir une notion de modéle, qui capture cette intuition. Un
modele est une maniere d’interpréter de maniere ensembliste les types de sorte
a ce que la relation de sous-typage induite corresponde a notre intuition des
types et du calcul.

Partant d’un modele, nous pouvons définir une relation de sous-typage, et

IDans le calcul que nous allons introduire, il n’est pas possible de réduire & Pintérieur des
abstractions, mais on pourrait le faire sans mettre en cause la stireté du typage.
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I’'utiliser pour introduire le systeme de types du calcul. Il est alors possible
de définir a posteriori une nouvelle interprétation des types comme ensemble de
valeurs, en utilisant ce systéme de types (on prend [t] = {v | F v : t}). Le critere
pour valider notre approche consiste alors a vérifier que cette interprétation
induit la méme relation de sous-typage que le modele dont nous sommes partis.
Cela montre que la boucle est bouclée, et que méme si nous avons a priori brisé
le lien entre sous-typage et valeurs (en définissant le sous-typage via un modele),
ce lien est restauré in fine.

4.1 Types de base

Pour chaque type de base b € B, nous supposons donné un ensemble B[[b],
dont les éléments sont appelés constantes de type b. Ces constantes sont celles
du calcul que nous voulons étudier.

Les ensembles B[b] ne sont pas forcément deux-a-deux disjoints : une méme
constante peut avoir plusieurs types de base différents. Par exemple, dans CDuce,
la constante 0 a le type singleton 0, le type Int, tout type intervalle qui contient
0, ... Cependant, nous supposons que pour chaque constante c, il existe un type
de base singleton b, € B, qui vérifie :

[bc] = {c}
Cela implique :
Vb € B. c € B[] < B[b.] C B[] < B[b.] N B[] # 0

On note C = | J,c B[] 'ensemble des constantes.

4.2 Modeles

Nous voulons définir une notion de modele ensembliste de ’algebre de types.
Un modele doit étre une interprétation ensembliste (Définition 3.3), ce qui ga-
rantit que les connecteurs booléens sont interprétés de maniere naturelle. Il faut
aussi contraindre l'interprétation des constructeurs de type. Par exemple, on
peut dire que le constructeur X doit étre interprété comme un produit carté-
sien ensembliste. L’ensemble D dans lequel les types sont interprétés doit alors
étre tel que D x D C D. Les choses sont plus compliquées pour le constructeur
—. On pourrait prendre comme interprétation d’un type fleche un ensemble de
fonctions ensemblistes. Il faudrait alors avoir D” C D, ce qui est impossible
pour des raisons de cardinalité. De plus, nous voulons pouvoir interpréter in
fine les types comme des ensembles de valeurs du calcul, donc il faut pouvoir
interpréter un type fleche comme un ensemble de A-abstractions (qui sont des
objets syntaxiques, et certainement pas des fonctions ensemblistes).

Ce que nous voulons dire, ¢’est que dans un modele, les constructeurs de type
se comportent comme s’ils étaient interprétés de maniere ensembliste naturelle
(méme §'il ne sont pas effectivement interprétés ainsi), du point de vue du sous-
typage (ou, ce qui est équivalent, du prédicat [t] = 0, puisque [t] C [s] <=
[t\s] = 0 pour une interprétation ensembliste). La définition formelle ci-dessous
formalise cette idée de « comme si ».
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Definition 4.2 (Interprétation extensionnelle, modele) Soit [ ] : T —
P(D) une interprétation ensembliste de T = BTa dans un ensemble D. On

pose :
ED:=C+D x D+ P(D x Dg)

ot Do =D+ {Q}. Si X, Y C D, on pose :
X—>Y:={fCDxDgq|V(dd)ef.de X=deY}CP(Dx Dg)

On définit alors linterprétation extensionnelle associée o [_] comme

lunique interprétation ensembliste E[_] : T — P(ED) telle que :

E[3] = B[] cc
[E[[Hlxegﬂ = [[7'(91)]] X [[7(92)]] C DxD
El01—02] = [r(0)] = [r(02)] S P(D x Dq)

On dit que [_] est un modele de l’algébre de types si :
VteT. [t]=0 < E[tf]=0
On note EpasicD = C, EprodD = D X D, EgynD = P(D X Dg).

L’interprétation extensionnelle associée a une interprétation ensembliste donne
une interprétation ensembliste naturelle pour les constructeurs de type : les pro-
duits sont interprétés comme des produits cartésiens, les fleches sont interprétées
comme des ensembles de fonctions. En fait, plutét que de prendre des graphes
fonctionnels, nous considérons des relations binaires, ou, ce qui revient au méme,
des fonctions non déterministes. Cela est motivé par le fait que le calcul que
nous allons introduire peut effectivement posséder des traits non déterministes
(sous la forme d’opérateurs, ou si 'on considére une extension avec des effets
de bords). De plus, ce choix simplifie les calculs ensemblistes, en évitant des cas
limites liés aux ensembles finis. Donnons un exemple (dans lequel nous identi-
fions types et nceuds de types) : considérons le type fleche t—(s1Vsa), avec s1
et so disjoints, et ¢ non vide. Nous nous demandons s’il s’agit d’un sous-type
de (t—s1)V(t—s2), c'est-a-dire si toute fonction de type t—(s1Vs2) est néces-
sairement de type t—s; pour un certain ¢. Si I'on considere des fonctions non
déterministes, cela n’est pas le cas (car la fonction peut choisir de répondre dans
s1 ou dans s de maniére non déterministe). Mais si ’on considere des fonctions
ensemblistes, cela devient vrai dans un cas limite, lorsque ¢ est un singleton (car
la valeur de la fonction pour ce point est dans s1Vss, donc dans I'un des deux
types s;, et alors la fonction elle-méme est dans t—s;). Utiliser des fonctions
non déterministes permet d’éviter des cas particuliers, difficile a traiter, dans la
relation de sous-typage.

L’élément spécial €2, dans le codomaine des fonctions, représente une éven-
tuelle erreur de type. Si 'on supprime Q de la définition d’'un modele, on voit
immédiatement que tout type fleche est sous-type de 1—1, c’est-a-dire que n’im-
porte quelle fonction peut étre appliquée a n’importe quel argument. Dans un
travail antérieur [Fri0l], nous avons étudié un tel systéme. La sémantique du
calcul associé doit effectivement pouvoir appliquer n’importe quelle abstraction
a n’importe quel argument, sans provoquer d’erreur de type. Pour cela, il faut
tester lors de I’appel de la fonction si 'argument est dans le domaine (déclaré
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dans l'interface de labstraction), et si ce n’est pas le cas, il faut éviter d’évaluer
le corps de la fonction (et il est légal de renvoyer n’'importe quelle valeur, par
exemple une valeur particuliére pour signaler une erreur). Le systéme que nous
présentons ici garantit que lorsque I’on évalue une application bien typée, 'argu-
ment est dans le domaine de la fonction. Il s’agit d’une illustration du principe
suivant : la définition du modele doit capturer de maniere suffisamment précise
la sémantique du calcul & typer. Nous donnerons plus bas (Section 5.9) une
autre illustration de ce principe.

La définition d’un modele contraint I'interprétation « locale » des construc-
teurs de type. Il manque une contrainte pour garantir que le sous-typage induit
par un modele correspond exactement a celui d’une interprétation des types
comme ensemble de valeurs. Considérons un type récursif 7(6) = 6x6. Rien
dans la définition d’un modele n’assure que [7(6)] est Pensemble vide (en fait,
on peut construire des modeles pour lesquels cet ensemble n’est pas vide). Mais
une valeur v de ce type doit étre un couple (vy,v3) ol v1 et vy sont encore de
ce type; on voit ainsi que v est nécessairement un arbre infini, mais le calcul
que nous allons introduire ne permet pas de créer de telles valeurs infinies. Nous
souhaitons donc que 'interprétation de 7() soit vide, et nous introduisons une
notion de modele bien fondé pour garantir cette propriété.

Definition 4.3 Un modéle [_] : T — P(D) est bien fondé s’il existe un ordre
bien fondé < sur D tel que :

vt € Tvd € [t].3d € E[t].d = (di,dy) = (d1 9d) A (dz < d)
Definition 4.4 Un modéle [_] : T — P(D) est structurel si D est la solution
initiale d’une équation de la forme :

D:C+DXD+Dfun

pour un certain ensemble Deyn, €t S0 :

[o] Efo]
[[91)(92]] = [E[[91x92ﬂ
[[91_’92]] C  Dtun

Lemme 4.5 Un modéle structurel est bien fondé.

Preuve: 11 suffit de considérer I'ordre < bien fondé induit par les
relations dj < (dy,ds) et da < (d1,ds) pour tout (d1,d2) € D x D. O

4.3 Inclusions ensemblistes

Pour préparer I’étude du sous-typage dans les modeles, nous aurons besoin
d’établir quelques propriétés ensemblistes simples. La propriété exprimée dans
le lemme ci-dessous a servi de base a l’algorithme de sous-typage descendant
introduit dans XDuce [Hos01].

Lemme 4.6 Soient (X;)icp, (Xi)ien (resp. (Yi)ier, (Yi)ien) deux familles de
parties d’un ensemble Dy (resp. D). Alors :

()i (Usoo) = U (N Ux)<(n U x

ieP ieEN N’CN \ieP S ieP 1EN\N’
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(avec les conventions : )
En particulier :

ico XixYi=D1xDa;(Nigg Xi = D1 et Ny Vi = D)

(N XixYic [ XixYi

iepP iEN
—
VN'C N. (ﬂxig U Xi>v Nvic U v
iepP iEN’ iep iEN\N'

Preuve: On commence par remarquer que :

X, ¥ Y;DlXDQ = (KDl X Dg) U (Dl X EDQ)
On en déduit :

ﬂ 7X¢1 X Y,;DIXDZ _

€N
U m (EDI X D2> N m (D1 X ?iD2>
N'CN \ieN’ 1EN\N'
U (nx - n v
N/'CN \ieN’ 1EN\N'

Et finalement :

(0 (e )-

ieP iEN
U (= e )< (e 0 7
N/'CN i€EP €N’ i€eP iEN\N’

d

Nous allons maintenant établir I’analogue du Lemme 4.6 pour les types
fleche. Nous commencons par décomposer 'opérateur ensembliste — en des
opérateurs plus simples : ensemble des parties, complémentaire, produit carté-
sien.

Lemme 4.7 Soient X, Y C D. Alors :
77DD><DQ
X-Y=pP <X xY ° )

Preuve: Le résultat provient d’un simple calcul :

X =Y {f SDx Do |V(z,y) €[ ~(rcXAygY)}

{(fCDxDg| fAXxY " =0}
7D><DQ
(fCDxDg|fCXxY"® }
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Lemme 4.8 Soit (X;)icp et (X;)ien deuz familles de parties d’un ensemble
D. Alors :

(PX) < |JPX) < i, e N. [ X; CX;,

i€EP i€EN i€eP

Preuve: L’implication < est triviale. Montrons 'implication in-
verse, et supposons donc que [);cp P(Xi) € U;cny P(Xi). L'en-
semble (), p X; appartient a tous les P(X;) pour i € P, donc il
est dans la réunion des P(X;) pour i € N. On peut donc trouver
un ip € N tel que ;e p Xi € P(Xj,), ce qui conclut la preuve. O

Lemme 4.9 Soient (X;)icp, (Xi)ien, Yi)ier, (Yi)ien quatre familles de par-
ties d’un ensemble D. Alors :

NXi—vic|Jxi-V

iepP ieN
—
P#P
. /
Jig € N. VP' C P. (Xmg UXi>V N Yicv,
iep’
iepP\p’

(avec la convention : (\,cq Xi — Y; = P(D x Dq))

Preuve: Corollaire des Lemmes 4.7, 4.8, 4.6, en remarquant que
dans la condition ﬂie P\P’ Y; CY;, qui apparait, la convention est
d’interpréter I'intersection comme valant Dq si P = P’, ce qui rend
impossible l'inclusion. O

Corollaire 4.10 Soit [_]: T — P(D) un modéle, et (6;)icp, (6;)ien (6))icp,
(0))ien quatre familles de neeuds de type. Alors :

N oi—0, <\ 00

ieP ieEN
—
P40
P+£P
3 / . .
Fige N.VP' CP. <T(920)§,V 7'(&))\/ /\ T(HQ)ST(QQ)
i€ P’ 0
i€ P\ P’

4.4 Analyse du sous-typage

Nous avons maintenant tous les éléments nécessaires pour exprimer le pré-
dicat Et] = 0 en fonction du prédicat [t] = (), et ainsi obtenir une définition
plus effective pour vérifier qu'une interprétation ensembliste est un modeéle.

Soit ¢t un type. On a :
t o~ V /\aA/\—-a

(P,N)etacP aeN
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L’interprétation extensionnelle de ce type est vide si et seulement si celle de
chacun des termes de la réunion ’est. C’est le cas en particulier pour (P, N) € t
des que P contient deux atomes de genre différent, puisque les E, D sont deux-
a~-deux disjoints (pour u € {basic, prod, fun}). Lorsque tous les atomes sont
des produits (resp. des fleches), on peut utiliser le Lemme 4.6 (resp. 4.9) pour
décomposer le prédicat E[A . p aA A ey —a] = 0 en une formule booléenne sur
des prédicats de la forme [t] = (), pour des types t obtenus comme combinai-
sons booléennes des 7(), pour les § qui apparaissent dans les atomes a. Ce
raisonnement est formalisé dans la définition ci-dessous et le Théoréeme 4.13.

Definition 4.11 Soit S C T. On définit :
ES={teT |VY(P,N)ctvu (PCT, = C,)}

ou :
Crasic 1= CN [ B[] < | J B[Y]
beP beN
( A 7(91)> \ ( V 7(91)> eS
01 x0,€eP 61 xX02€N’
Cprod n= VN’ C NﬂTprod. v
( A 7(92)>\ V ot es
0, X0,€P 01%X02€N\N’
TNV T<91>> €s
01 x0,eP’
V

Cfun = 39’1—)9/2 € N.VP CP. P 7& P

N ) |\r(0y) €S

01%x02€ P\ P’

On dit que S est une simulation si :
SCES

Remarque 4.12 La définition de ES ne dépend pas d’un modéle fizé ou d’une
interprétation ensembliste. C’est une définition purement axiomatique. Pour un
type t et (P,N) € t, il existe au plus un u tel que P C T, sauf si P =0, auquel
cas il faut vérifier les trois conditions C.,.

Theoréme 4.13 Soit [ ] : T — P(D) une interprétation ensembliste. Posons :
S=A{t][t] =0}

Alors :
ES = {t | E[t] =0}

Preuve: Soit t € T. On a :

Eff= |J () Elel\ U Ela]

(P,N)etaeP a€EN
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Et donc :

E[t] =0 < V(P,N)et. [ Eld € | Eld]
acP aeN
Décomposons sur chaque univers :

() Elal € | Ela] < Vu. E,DN () E[a] CE,DN | ) Ea]

a€P aEN acP aeEN

Notons que pour tout atome a, si a € T, alors E,DNE[a] = E[a],
et si a ¢ T, alors E,D NEJa] = 0. Ainsi :

E.DN () Efa] CE.DN | E[a]
a€P a€EN
<~

(P CT,= ((Eldc J Eﬂaﬂ)

aceP aeNNT,,

On conclut alors avec les Lemmes 4.9 et 4.6. O

Corollaire 4.14 Avec les notations du théoréme précédent, Uinterprétation [_]
est un modeéle si et seulement si S = ES.

Corollaire 4.15 Soit [ ], : T — Dy un modeéle et Lls: T — D, une inter-
prétation ensembliste. Alors les deux assertions ci-dessous sont équivalentes :
- [, est un modéle et il induit la méme relation de sous-typage que [ ],

~ pour tout type t € T, [t], =0 < [t], =0

Ce corollaire dit que le fait qu’une interprétation ensembliste est un modele
ou non ne dépend que de la relation de sous-typage qu’elle induit. Autrement dit,
comme attendu, notre définition de modele ne fait que contraindre la relation
de sous-typage induite par l'interprétation ensembliste, et non la nature des
éléments de I’ensemble utilisé pour interpréter les types.

4.5 Modele universel

Definition 4.16 (Modele universel) Un modéle [ ]° est universel si, pour
tout modéle [_], on a :

vteT. [t]=0=[t]° =0

Un modele est universel s’il induit la plus grande relation de sous-typage
possible. Intuitivement, disposer d’une relation de sous-typage la plus grosse
possible permet de typer plus d’expressions dans le calcul du chapitre suivant,
compte-tenu de la régle de subsomption (méme si formellement, cette propriété
est fausse dans le systeme de types que nous allons introduire, & cause de la
régle de typage des abstractions).

Dans cette section, nous allons montrer comment construire un modele uni-
versel. Evidemment, tous les modeles universels induisent la méme relation de
sous-typage.
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La propriété qui définit la notion de modele impose une correspondance entre
les interprétations ensemblistes [ ] et E[_]. Pour construire un modele, il est
naturel de considérer I’équation suivante :

D=LD

Pour une simple raison de cardinalité, il n’est pas possible de construire un
ensemble D qui vérifie cette équation. Le probleme vient du fait que le cardinal
de P(D x Dgq) est strictement plus grand que le cardinal de D. Les lemmes
suivants montrent qu’en ne considérant que des graphes finis, nous ne changeons
pas les relations d’inclusions ensemblistes, et c’est ce qui est important pour
obtenir un modele.

Lemme 4.17 Si l'on note X —; Y = (X — Y)NPs(D x Dg), alors :

77DD><DQ
X—)fYZPf(XXYQ )

Lemme 4.18 Soit (X;)icp et (X;)ien deux familles finies de parties d’un en-
semble D. Alors :

N Prx) € | PrX) <= (P C | P
1EP 1EN ieEP 1EN

Preuve: L’'implication < est immédiate. Prouvons I'implication =.
On suppose donc que toute partie finie de X = [, p X; est incluse
dans un certain P(X;,) avec ig € N. Si ce n’était pas le cas pour
X lui-méme, on pourrait trouver pour chaque ig € N un certain
élément z,;, € X\ X,,, et on obtiendrait une contradiction en consi-
dérant 'ensemble de ces z;, (qui est une partie finie de X). O

Lemme 4.19 Soient (X;)iep, (Xi)ien, (Yi)iep, (Yi)ien quatre familles finies
de parties d’un ensemble D. Alors :

NXi—rvicJxi—Y = (x-vclxi-v
ISy 1EN ieP 1EN

(avec la convention : ),y Xi —y Yi = Ps(D x Dq))
| Preuve: Corollaire des Lemmes 4.17 et 4.18. |

Definition 4.20 Soit [_] : T — P(D) une interprétation ensembliste dans un
ensemble D. On pose :

E;D:=C+ D x D+P;(D x Dg)

et on définit alors l'interprétation extensionnelle finie associée a [_] comme

Punique interprétation ensembliste E¢[_] : T — P(ED) telle que :

E; (0] = B[] cc
[Ef[[91x02]] = [T(@l)ﬂ X [[T(GQ)]] C DxD
Ef[01—02] = [7(61)] —f [7(62)] S Ps(D x Dq)
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Lemme 4.21 Soit [ ] : T — P(D) une interprétation ensembliste. Alors :
E[t] =0 < Ef[t] =10

Cela suggere de considérer ’équation D = E¢D, qui, contrairement a 1’équa-
tion D = ED, possede bien des solutions. Nous allons considérer la solution
initiale DY, constituée des « termes » finis engendrés par les productions :

de D = ¢
‘ d17d2)
‘ {(dladll)vv(dfhd/n)}

Dans la derniere production, les d} sont des éléments de DY = D° + {Q}. On a
bien D =E¢D.

Theoréeme 4.22 I existe une unique interprétation ensembliste ﬂ_]}o T —
P(D) qui vérifie [t]° = [Ef[[tﬂo. 1l s’agit d’un modéle structurel.

Preuve: Le Lemme 3.4 permet de traduire la condition « [[7]]0 est
une interprétation ensembliste et [ ]° = E ¥ [1° » en une défi-
nition récursive de la valeur de vérité de lassertion « d € [t]° »,

par induction sur la structure de d et simultanément pour tous les
tel:

celt]’ =
A(P,N) € t. (P C Thasic)\
(Vb € P.c € B[b])A
(Vb € N.c € B[b])
(dy1,ds) € [[t]}o —
A(P,N) et. (P C Tprod)A
(V01 %05 € Pdy € [7(0))]° Ady € [7(62)]")A
(V01 %05 € N.dy & [r(61)]° V dy & [7(62)]%)
feltl’ =
(P, N) € t. (P C Trun)A
(V0,05 € PY(d,d') € f. d € [7(01)]° = d' € [7(62)]")A
(VO,—0, € N.3(d,d') € f. d e [r(01)]° Ad' & [7(62)]%)

Cela montre 'existence et l'unicité d’une interprétation ensem-
bliste [_]° qui vérifie la condition [_]° = Ef[_]°. On voit im-
médiatement qu’il s’agit d’un modele avec le Corollaire 4.14 et le
Lemme 4.21. 11 est clairement structurel. O

Lemme 4.23 Soit S C T une simulation et t € S. Alors [t]° = 0.

Preuve: Soit S une simulation. Nous allons montrer par récurrence
sur la structure de d € D° la propriété ci-dessous :

vieT. det]°=t¢sS

Supposons donc cette propriété vérifiée pour tous les sous-
éléments d’'un certain d € D°. Prenons un type t € T tel que
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de [[t]]o. Il s’agit de montrer que t ¢ S. Comme S est une simula-
tion, il suffit donc de montrer que partant de I’hypothese ¢t € ES,
nous arrivons a une contradiction.

Soit u € {basic, fun, prod} 'univers de d. On choisir (P, N) €

t de sorte que :
de () [\ U [a]’

a€P a€EN

Pour tout a € P, on a d € [a]°, et donc P C T,,.

On obtient alors que la propriété C, de la Définition 4.11 est
vérifiée pour ce couple (P, N). Distinguons alors suivant la valeur
de u.

Pour u = basic, on obtient directement une contradiction.

Pour u = prod, posons d = (dj,ds). On peut écrire :

(dide) e () [r@)]° x 6]\ J (601" x [r(82)]°

01 x0,eP 61 xX02€N

D’apres le Lemme 4.6, on peut trouver N’ C N N Tproq tel que :

die () e U 6]

01 x0>,eP 61 X02eN’

et
be () FEN\  J e
01 xX02€P 01%x 02N\ N’

En appliquant I’hypothese de récurrence a d; et au type t; =
No,xo,ep T(01\ Vg, xo,en+ 7(01), on obtient : t; ¢ S. De méme,
pour ta = Ay, w9, p T(02)\ Vg, xg,en\ v 7(02). On obtient bien une
contradiction avec la condition Cpyod-

Pour v = fun, posons d = {(d1,d}),...,(d,,d])}. Choisis-
sons un élément 01 —05 € N tel que donné par la condition Ceyp.
Comme d & [0]—05]° = [7(8})]° — [7(65)]°, on peut trouver i tel

que :
[0)

—— D
(di,dp) € [r(6)] x [r(e5)]"
Ce couple (d;, d}) est donc dans ’ensemble :

Dy,

O <FEP N U 0 x 0]

01—0>€P

En raisonnant comme dans le cas des produits, on voit qu’il existe
un P’ C P tel que :

die[reD1\ |J [r00]°
01 xX0>eP’
et

d; € Dy N N [rE)1° | \I7(5)]°

01X92€P\P/
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En appliquant ’hypotheése de récurrence a d; et au type t; =
7(01)\Vo,xo,ep T(01), on obtient t; ¢ S. De plus, si P’ # P,
alors d} # Q, et on peut appliquer I’hypothése de récurrence a d;

et au type to = (AelxezeP\P' 7'(92)) \7(6%). On obtient bien une
contradiction. O

Theoréme 4.24 Le modéle [_]° est universel.

| Preuve: Conséquence du Corollaire 4.14 et du lemme précédent. O
En combinant le Corollaire 4.14 et le Lemme 4.23, on obtient :

Lemme 4.25 Soit t € T. Alors [[t]]o =0 si et seulement s’il existe une simula-
tion S qui contient t.

Le lemme ci-dessous va permettre d’obtenir une version plus effective de
cette propriété.

Lemme 4.26 L’intersection d’une simulation et d’un socle est encore une si-
mulation.

| Preuve: Conséquence directe des Définitions 4.11 et 3.7. a

Une simulation est un ensemble de types stable par un certain ensemble
de regles de décomposition (données par la définition de ES). Le Lemme 4.26
montre que pour vérifier si un type ¢ appartient a une certaine simulation, nous
n’avons qu’a considérer un nombre fini de types (si ¢ est dans un socle, les types
introduits par les regles de décomposition sont encore dans ce méme socle). En
utilisant ce lemme, on obtient une version plus effective du Lemme 4.25.

Lemme 4.27 Soit t € T et 2 un socle qui le contient. Alors [t]° = 0 si et
seulement s’il existe une simulation S C 2 qui contient t.

L’existence d’un socle qui contient ¢ est garantie par le Théoreme 3.8. Comme un
socle est un ensemble fini, on peut énumérer tous ses sous-ensembles et vérifier
s’il en existe un qui est une simulation. Cela donne un algorithme naif pour
calculer le sous-typage induit par le modele universel. Dans le Chapitre 7, nous
donnerons des algorithmes plus efficaces.

4.6 Modéles non universels

Dans cette section, nous allons montrer qu’il existe un modele qui induit une
relation de sous-typage différente de celle induite par le modele [[_HO. Mieux,
nous allons construire un modele structurel qui vérifie cette propriété. Construire
un modele non-universel permet de voir que la définition d’un modele laisse une
certaine dose de liberté, car elle n’axiomatise pas completement la relation de
sous-typage.

Considérons un nceud 6 tel que :

7(0) = (0 — 0)\(6 — 0)
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(ici 0 est utilisé comme un nceud de type, qui représente le type vide - voir la
Section 3.3) et notons tg = 7(#). Un calcul montre que :

[tol” = {{(dv, 1), ., (du.dp)} | 3. di € [to] "}

Comme les termes de D sont finis, on en déduit immédiatement que [to]° = 0
et donc tg < jo 0. Nous allons maintenant construire un modele [ ] : T—D
tel que [to] # 0. Pour cela, nous allons ajouter & DY des « fonctions » dont le
graphe est un arbre de profondeur infinie. Considérons I’ensemble D' des termes
engendrés par les productions :

de D' == ¢
| (d17d2)
i {(d17dll)7a<dnadil)}
n

ott les d; désignent des éléments de D', les d; des éléments de D, = D' + {Q}
et n un entier relatif (n € Z). Définissons D comme le quotient de D' par les
équations n ~ {(n — 1,Q)} pour tout n € Z. Il vérifie ’équation ensembliste :

D=E/D
Theoréme 4.28 Il existe un modele [ ] : T — P(D) qui vérifie :

[1 = &1
[to]l # 0

La preuve du théoreme utilise le lemme technique ci-dessous.

Lemme 4.29 Soit X un ensemble, f une fonction P(X) — P(X). On suppose
que tout élément x € X est dans un certain sous-ensemble fini S de X vérifiant :

VY CX. f(Y)NS = (Y NS)

Soit Z C X. Alors il existe une unique suite (Yy,)ncz telle que :
-Vnel. Yn+1 = f(Yn)
— 3dng € NVn > ng. Y, = f(Z)
— pour tout x € X, la suite des prédicats (x € Yy, )nen est périodique

Preuve: Considérons la suite (Z,,)nen définie par Zg = Z et Z, 41 =
f(Zy).

Traitons d’abord le cas ou X est fini. La suite (Z,,) est & va-
leur dans 'ensemble P(X) qui est fini; elle est donc ultimement
périodique. Il y a donc une unique suite périodique (Y;,)nez qui
correspond ultimement & (Z,)nen. Cette suite vérifie bien la for-
mule de récurrence Y, 11 =Y, pour tout n € Z.

Passons au cas ol X est infini. Si S est un ensemble comme dans
P’énoncé, on peut appliquer ce qui précede a la suite (Z,, N S)nen-
Elle est également obtenue par itération de la fonction f, et on se
ramene au cas fini. Cela permet de construire une suite (Y;,NS)pez.
Par unicité dans le cas fini, cela définit bien une suite (Y3, )pez. O

Passons a la preuve du théoreme.
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Preuve: On reprend la preuve du Théoréme 4.22. L’équation [_] =
Es[ ] donne une définition récursive de la valeur de vérité de I’as-
sertion « d € [t] ». Cette récursion est mal fondée, & cause des
éléments n € Z. 11 suffit donc, pour définir un modele, de choisir
les ensembles T,, = {t € T | n € [t]} pour tout n € Z, de maniere
compatible avec I'égalité n = {(n — 1,2)} dans D. Une fois cela
fait, les équations de la preuve du Théoreme 4.22 définissent bien
la valeur de vérité de l'assertion « d € [t] », et I'on obtient un
modele.
Notons que ’on doit avoir :

{(n — ].,Q)} € [[01—)92]] <~ n-—1 ¢ [[T(@l)]]

et donc :
n € [h—0:] <= n—1¢[7(01)]

ce qui donne, pour tout t € T:

Pngun
tel, < 3(P,N)€t. V0,—605 € P. T(Ql)ng_l
V&l—)gz € N. 7'(91) S Tn—l

Retenons que la condition sur les 7;, s’exprime par :
(x) VneZ. T, = f(Th-1)

ot f est un certain opérateur P(T) — P(T). Pour tout suite
(T)nez qui vérifie cette condition (%), on obtient un unique mo-
dele.

Pour construire une telle suite, on applique le lemme. En effet
si 3 est un socle, alors f(7") N3 = f(7' N 3), pour tout T/ C T.
Le lemme donne bien lexistence d’une suite (T,)n,cz qui vérifie la
condition (*). De plus, on peut fixer ensemble Z C T arbitraire-
ment. R

Notons que, pour tout Z C T :

toe f(Z) < (0 2Z)A(to € Z)
et
0¢f(2)

Donc si I'on choisit Z de sorte que tg € Z, et 0 € Z, alors, pour
tout n € N, to € f™(Z). On en déduit que ty € T,, pour tout n, ce
qui signifie que Z C [tg] (et donc en particulier [to]] # 0). O

Remarque 4.30 Si l'on dispose de plusieurs neuds 0 tels que 7(6) = (0 —
0\(@ — 0), alors la prewve du théoréme montre que l'on peut choisir indé-
pendemment pour chacun si [T(0)]NZ = O ou si Z C [7(0)]. Autrement dit,
plusieurs types définis par la méme équation n’ont pas forcément la méme inter-
prétation dans un modele non universel.

Remarque 4.31 Une construction similaire ¢ D' permet d’obtenir un modéle
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dans lequel le type 7(0) = 0x0 n’est pas vide. Evidemment, un tel modéle n'est
pas bien fondé.

4.7 Conventions de notation

Jusque 1a, nous avons soigneusement veillé a distinguer les expressions de
types T, notées t, t1, ta, S, ..., des nceuds de types 7, notés 6, 01,0, ...

Pour simplifier les notations, nous adoptons maintenant des conventions qui
nous permettrons de mélanger plus facilement les deux notions.

Tout d’abord, nous surchargeons les crochets sémantiques pour qu’ils s’ap-
pliquent directement aux nceuds :

[ = [=(0)]

Plus généralement, nous autorisons les noeuds 6 & apparaitre dans n’importe
quel contexte qui attend une expression de type, le nceud étant interprété comme
7(0). En particulier, cela permet d’utiliser un nceud comme argument (gauche
ou droit) d’une relation de sous-typage <.

Réciproquement, nous nous autorisons a utiliser une expression de type ¢ la
ol un neeud est attendu. Il y a deux cas :

— Il s’agit d’'un contexte de « capture ». Par exemple, dans la phrase « si

a est un atome produit, posons a = t1 Xty », les méta-variables t; et to
opérent comme des lieurs. Formellement, cette phrase signifie « si a est
un atome produit 61 X6z, on pose t; = 7(01) et ta = 7(62) ».

— Lorsqu’une expression de type ¢ apparait la ot un nceud est attendu, hors
contexte de capture, il faut choisir un nceud 6 tel que 7(0) = t. Cela est
toujours possible car 6 est surjectif. A chaque fois que nous utiliserons
cette convention, il sera clair que le choix de 6 ne change pas in fine
I'objet dont nous parlons ou qu’il s’agit de définir. Par exemple, si I'on
écrit t1—s1 < to— 89, la valeur de vérité de cette assertion ne dépend pas
du choix des noeuds pour représenter t1,%s, S1, Sa.

4.8 Raisonnements sémantiques

Dans cette section, nous montrons comment ’approche que nous avons choi-
sie pour définir le sous-typage, en passant par une notion de modele ensembliste,
permet d’obtenir facilement des propriétés sur la relation de sous-typage, sans
considérer un éventuel algorithme de sous-typage.

Nous fixons un modele, et 'on note < au lieu de <] la relation de sous-
typage qu’il induit. Nous supposons que cette relation de sous-typage est déci-
dable (c’est le cas pour les modeles universels lorsque le sous-typage est déci-
dable pour les types de base). Nous noterons ~ pour 1’équivalence induite par
ce sous-typage : t1 =ty <= (t1 <t2) A (t2 < t1)

Lemme 4.32 La relation < est un préordre (transitive et reflexive). La relation
~ est une relation d’équivalence.

Lemme 4.33 Les opérateurs V et A sont covariants en leurs deuzr arguments.
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4.8.1 Décompositions

Lemme 4.34 (t;xto)A(t)xth) ~ (t;Ath)X (taAth)

Preuve: Ce genre de propriété s’observe directement sur l'inter-
prétation extensionnelle, en utilisant que [_] et E[_] sont toutes
deux des interprétations ensemblistes. Détaillons la preuve a titre
d’exemple, en posant ¢ = t;At] :

E[tYxty] = [i7] x [t5]
= ([l N Ita] x ([t2] N [t2])
= ([ta] > [t=1) 0 ([#1] x [t2])
= Et1 xt)] NEJtaxth]
= E[(t1xt7)A(t2x15)]

O

Voici un autre exemple de propriété qui « se voit » sur Uinterprétation ex-
tensionnelle :

Lemme 4.35 (tl xtg)\(t’lxt’z) ~ (tl\t/l)XtQ\/hX (tg\tlz)

En combinant ces deux derniers lemmes, on obtient le résultat ci-dessous,
qui permet de décomposer tout type constitué ¢ tel que ¢ < 1x1 (c’est-a-dire
E[¢t] € D x D) sous la forme d’une réunion finie de produits cartésiens.

Theoréme 4.36 Soit t un type tel que t < 1x1. Alors il existe un ensemble
fini de couples de types w(t) tel que :

ot~ \/ t X to

(t1,t2)€m(t)
- V(tl,tg) S 7T(t). t1 iﬁ 0, ¢ 0
— si 3 est un socle qui contient t, alors : V(t1,t2) € w(t). t1 € D,tp € 3
On voit m comme une fonction partielle T — Pf(j“\Q), définie sur les types t tels
que t < 1x1.

Preuve: On commence par écrire :

t V @x)A Aan A -a

(P,N)et | PCTproa a€P  a€NNTprod

En utilisant alors les Lemmes 4.34 et 4.35, on voit que 'on peut
écrire t sous la forme d’une réunion d’atomes de la forme ¢1 Xty ou
t1 (resp. ta) s’exprime comme une combinaison booléenne des 7(6;)
(resp. 7(02)) ol a = 61 %03 € P U N pour un certain (P,N) € ¢.
Donc les t; sont bien dans J si J est un socle qui contient ¢. 11
ne reste plus qu’a supprimer les atomes t1Xts tels que t; >~ 0 ou
to ~ 0. O

Cette décomposition des sous-types de 1x1 sous forme d’une réunion fini
de types produits sera utilisée & de nombreuses reprises dans la suite de 1'ex-
posé. Plusieurs fonctions 7 répondent aux conditions de I’énoncé, et il n’est pas
nécessaire de spécifier celle que 1'on choisit. Autrement dit, nous n’utiliserons
que les propriétés de I’énoncé lorsque nous aurons a manipuler 7. En particu-
lier, aucune propriété ne permet a priori de mettre en relation 7(t) et w(s),
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lorsque t < s. Il existe cependant des choix de m qui permettent d’obtenir ce
genre de relations ; nous allons décrire informellement comment les obtenir. Soit
t < 1x1. Un type produit t; Xty < t est dit maximal s’il est non vide et si
tixte < t)xth <t = t)xth < t1Xty. Le nombre de tels types, modulo équiva-
lence, est fini, et si I’on choisit un représentant dans chaque classe d’équivalence,
on obtient une décomposition 7 définie de maniere unique (modulo équivalence).
Cette décomposition vérifie la propriété ci-dessous, pour des types t et s tels que
t<s:
V(t1,t2) € w(t).3(t),th) € mw(s). t1 < t) Nt < th

Autrement dit, un type plus petit a une décomposition plus fine. En pratique,
on peut calculer cette décomposition en produits maximaux a partir d’'une dé-
composition 7 arbitraire, en « découpant » et en « fusionnant » ses éléments
(via des combinaisons booléennes sur chaque composante).

Le résultat suivant donne une décomposition analogue a 7w pour les types
fleche.

Lemme 4.37 Soit t un type tel que t < 0—1. Alors on peut calculer un type
Dom(t) et un ensemble fini de couples de types p(t) tels que :

t1 < Dom(t)

Vi1, ta. (t < t1—t
nta (P hi—t) = {V(Sl,SQ)Gp(t). (t1 < 51)V (52 < t)

et tels que si t est dans un socle 3, alors Dom(t) et les types de p(t) sont aussi
dans 3.

Preuve: La propriété est vraie pour ¢t ~ 0 en prenant Dom(t) =
1 et p(t) = 0. Si la propriété est vraie pour deux types t et ¢/,
alors elle est vraie pour leur réunion tVt' (en prenant Dom(tVt') =
Dom(t)ADom(t’) et p(tVt') = p(t) U p(t')). Or 'on peut écrire :

t~ V /\ al /\ -a
(P,N)etacP a€eN

et cela permet donc de se ramener au cas ol t est une intersection
de types fleche et de négations de types fleche, avec de plus ¢ 2 0.
On conclut alors facilement avec le Lemme 4.9. a

Remarque 4.38 On constate facilement que Dom(t) est une plus petite so-
lution s (au sens du sous-typage) de linéquation t < s—1. On en déduit en
particulier que cette fonction est contravariante : si t < t' < 0—1, alors

Dom(t') < Dom(t).

Remarque 4.39 La finitude de l’ensemble p(t) exprime le fait que méme si
l’on dispose de fonctions arbitrairement complexes dans les modéles, au niveau
des types, tout se ramene a des fonctions surchargées avec un nombre fini de
branches. Cette simplification provient du fait que l’on ne considére que des
intersections finies.

4.8.2 Construction de modeles équivalents

Considérons un certain opérateur sur les types F' : T — T dont on veut
montrer la monotonie (t < s = F(t) < F(s)), ou d’autres propriétés, comme
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par exemple F(t1Vty) ~ F(t1)VF(t2). Dans la mesure ou la relation < n’est
pas axiomatisée et ou les « regles » qui la définissent sont particulierement
complexes, I'approche la plus naturelle consiste a trouver une contre-partie en-
sembliste & l'opérateur F. En effet, si I'on peut écrire [F(t)] = F([t]) pour un
certain opérateur F' : P(D) — P(D), on se ramene & prouver la monotonie
de F par rapport a l'inclusion ensembliste, ce qui est souvent plus facile. Par
exemple, si F'(X) est défini comme {y | xRy} pour une certaine relation binaire
R, la propriété est triviale.

Cependant, nous ne savons rien de la nature des éléments du modele D, et il
n’est pas donc pas facile de définir un tel opérateur F. On voudrait disposer de
modeles qui induisent la méme relation de sous-typage, mais dont on controle
la nature des éléments, au moins superficiellement. Nous allons voir comment
procéder. R

D’apres le Corollaire 4.15, si [_] : T — P(D) est un modele, alors E[ ] :
T — P(ED) en est autre, et il est équivalent & [_]. Le théoréme suivant donne
une généralisation de ce résultat.

Theoréme 4.40 Soient [_], : T — P(Dy) et LD, T — P(Dy) deuz modéles
équivalents a [_] : T — P(D). Définissons 'unique interprétation ensembliste
L):T— PD) avec

D/=C+D1XD2+P(DXDQ)

et :
[tixts]" = [t1], x [t2],
[a]’ = E[q] pour a € Tpasic U Trun

Alors [_] est un modéle équivalent o [_].

La preuve est facile ; elle consiste simplement & reprendre la preuve du Théo-
reme 4.13. Cette construction permet de mener des raisonnements « comme si »
l'on avait [_] = E[_]. Nous allons montrer un exemple de ce genre de raison-
nement, qui nous sera utile par la suite.

Typage de P’application fonctionnelle Dans le chapitre suivant, nous al-
lons introduire un A-calcul avec couples. L’application fonctionnelle sera en fait
codée par un opérateur app qui prend en argument un couple (f, z) et applique
la fonction f a largument x. Pour typer cet opérateur, nous avons besoin de
définir un jugement app : t—s, qui exprime, intuitivement, le fait que si 'opéra-
teur app est appliqué a une valeur de type ¢, alors le résultat est nécessairement
une valeur de type s.

Commencgons par une approche syntaxique assez naturelle. Elle consiste a
axiomatiser la relation app : _ — __ par le systeme inductif de la Figure 4.1.

Ces régles sont « stires », pour une interprétation intuitive des types fleche
dans un langage strict. La regle (app—) correspond & une regle de typage
classique dans un A-calcul. Les autres sont génériques : elles sont sémantique-
ment correctes pour tout opérateur. Par exemple, nous pouvons justifier la regle
(appV) en disant que si la valeur & laquelle on applique I'opérateur est de type
t1Vto, alors elle est de type t; pour un certain . L’hypothese correspondante
donne alors que le résultat est de type s;, et donc a fortiori de type < s1Vss.
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app : ((t—)s)xt)_)s (app_’)

app : t1—s;  app : ty—ss
app : (t1At2)—(s1As2)

app :t1—s; app : t2—ss
app : (t1Vta)—(s1Vsa)

(appA)

(appV)

app:t'—s t<t s <s
app : t—s

(app <)

FiG. 4.1 — Axiomatisation du typage de I'application fonctionnelle

Il serait néanmoins agréable de disposer d’une interprétation sémantique de
I’application pour donner un sens formel a cette affirmation de streté. Cela
permettra également de considérer la question de la complétude du systeme de
regles. De plus, nous aurons besoin, pour un type t donné, de calculer le plus
petit type s tel que app : t—s, et la définition axiomatique ne permet pas de le
faire facilement.

Nous allons donc proposer une définition sémantique de la relation binaire
app : _ — _ . Pour ce faire, nous allons « mimer » ’application fonctionnelle
dans un modele. Cela ne peut pas se faire dans le modele [_] car nous ne
connaissons rien sur la nature des éléments de D. Le modele E[_] ne convient
pas non plus : certains des éléments de ED sont bien des couples, mais la pre-
miere composante est juste un élément de D, alors que nous voudrions avoir un
élément de ED, et plus précisément de Egyn D, pour pouvoir définir de maniere
extensionnelle I'application fonctionnelle. R

Le Théoreme 4.40 permet de construire un modele [_]' : T — P(D’), avec :

D' =C+ (ED)xD + P(D x Dg)

et
[tixta]" = E[t1] x [t2]

Ce modele est équivalent au modele [ ], et il est donc légitime de travailler
dedans. Nous pouvons mimer dans D’ le comportement attendu de I’application
fonctionnelle. Nous définissons une relation binaire > entre D’ et Dq par : di>)
si d n’est pas dans P(D x Dq) x D, et (f,x)>ysi f € P(D x Dq) et (z,y) € f.
Pour un sous-ensemble X de D', notons app(X) ={y | x> y,z € X} C Dq.

Lemme 4.41 Soient t1,ts et s trois types. Alors :

app([tixt2]’) C [s] <= (t1 < ta—s)V (ta =~ 0)

Preuve: Prouvons l'implication =. Supposons app([t1xt2]") C [s]
et tg 2 0, et prouvons que E[¢t1] C [t2] — [s]. Soit donc f € E[tq].
On voit tout d’abord que f € P(D x Dg). En effet, pour tout élé-
ment = € [to], on a (f,z) € E[t1] x [to] = [t1xt2]’. Si f n’était pas
dans P(D x Dg), on aurait (f,z)>Q, et donc Q € app([t1xt2]'),
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et ce qui est contradictoire avec 'hypothese. Montrons maintenant
que f € [t2] — [s]. Prenons donc z € [t2]. Il s’agit de voir que si
(z,y) € f, alors y € [s]. Mais si (x,y) € f, alors (f,z)>y, et donc
y € app([tixta]') < [s]-

Prouvons I'implication <. Le cas t5 ~ 0 est trivial, car alors
tixty ~ 0, et donc app([t1xt2]’) = app(#) = 0. Supposons que
t; < ty—s. Prenons un élément dans [t; xto]" = E[t1]x [t2]. Cest
donc un couple (f,z), avec f € Et1] et & € [t2]. Puisque t; <
to—s, on a f € [to] — [s]. Si (f,z) >y, on a (z,y) € f, ce qui
implique bien y € [s]. O

Theoréme 4.42 Soient t et s deux types. Les assertions suivantes sont équi-
valentes :

(i) app : t—s

(ii) app([t]') C [5]

(1i1) (t <L x1)AV(t1,ta) € w(t). t1 < tg—s

Preuve: L’implication (i) = (i7) se démontre par induction sur la
dérivation du jugement app : t—s. Les regles (app <), (appV),
(appA) se traitent avec des raisonnements ensemblistes élémen-
taires. Le cas de la régle (app—) est une conséquence du lemme
précédent.

Prouvons I'implication (ii) = (44i). Puisque Q ¢ app([t]’), on
aft] € Dx D, et donct < 1 x 1. Pour (t1,t5) € =(t), on a
tixty < t, et donc app([tixts]) C [s], et le lemme précédent
donne bien t; < ta—s (car ty % 0).

Prouvons enfin 'implication (7i7) = (¢). On a :

t o~ \/ t1Xto

(t1,t2)em(t)

Si (t1,t2) € w(t), on a t1Xty < (ta—s)Xty. La regle (app—)
donne app : (ta—s)xta—s. En appliquant la régle (app <), on
obtient app : t1Xta—s. Les régles (appV) et (app <) donnent
finalement app : t—s. Nous avons utilisé une généralisation de
la régle (appV) pour une réunion finie arbitraire. Le cas d’une
réunion non vide s’obtient immédiatement. Pour une réunion vide,
on constate que app : 0 — 0 grace & la régle (app—) (qui donne
app : (0—0)x0—0), puis & la regle (app <). O

Le théoreme permet de mieux appréhender la relation binaire app : = —
entre types. La propriété (i) donne le point de vue sémantique (application ex-
tensionnelle). La propriété (iii) donne directement un algorithme pour calculer
la relation (c’est-a-dire, pour décider si app : t—s, les types t et s étant donnés).
Mieux : en utilisant le Lemme 4.37, on obtient un algorithme pour calculer un
plus petit type s tel que app : t—s, pour ¢ donné, lorsqu’un tel type existe.

Remarque 4.43 Dans la preuve de (iii) = (i), nous n’avons pas eu besoin de la
regle (appA). Cela prouve que cette régle est admissible dans le systéme constitué
des trois autres régles (app—), (appV), (app <). Une preuve directe de ce fait,
sans passer par lintermédiaire sémantique, est facile, quoique fastidieuse.
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Remarque 4.44 La preuve (i) = (iit) passe par Uintermédiaire du point de
vue sémantique. Le lecteur pourra se convaincre qu’une preuve directe (sans
introduire le modéle [_]') est difficile & mener.

Corollaire 4.45 Soient t1, to et s trois types. Alors :
app : t1 Xta—s <= (t1 < ta—s)V (t2 ~ 0)

Lemme 4.46 Soit ty = /\iGI ti—s; ou I est un ensemble non vide, et t, un
type tel que t, < Vert;. Posons :

=V A

I'CI | (%) iel\I’

ot () est la condition t, £ \,cp ti. Alors on a :

iel’
app : tyXt,—s

Preuve: Le Corollaire 4.10 permet de décomposer la relation ¢5 <
ty—sen:

14T
vI' C 1. (twg\/m)\/ N si<s

el’ ieI\I’

et l'on constate que cette propriété est vraie, avec la définition de
s donnée dans I’énoncé. On conclut avec le Corollaire 4.45.

A titre d’illustration, donnons une preuve qui utilise l'inter-
prétation sémantique de la relation app. 11 s’agit de voir que
app([tyxt.]’) C [s]. Prenons un élément dans [t;xt,]. Cest un
couple (f,xz), avec f € E[ts] et x € [t,]. Puisque I # 0, on a
Efts] € EfunD, et donc f est un ensemble de couples. Il reste a
montrer que si y est tel que (z,y) € f, alors y € [s]. Pour un tel
y, posons I' = {i | = & [t;]}. Puisque ty < t;—s;, on obtient :
z € [t:] = y € [s], et donc y € [s] out 5" = Ajcppsi- Or
ty € Viert; (car x est dans l'interprétation du membre gauche et
pas dans celle du membre droit), ce qui donne s' < s. O

4.9 Systemes d’équations VX

Dans cette section, nous considérons un modele structurel [ ] : T — P(D).
Nous allons étudier une forme de systemes d’équations sur les types. Cet outil
nous permettra de définir 1’algorithme de typage du filtrage (Théoreme 6.12).

Nous considérons des systemes d’équations de la forme :

(65) =

[67%% ==

ou les membres droit sont eux-mémes des variables «;, des types t, des produits
de variables a; X, ou une réunion finie de termes de cette forme. Ainsi, en no-
tant V' Pensemble des a;, on peut voir chaque membre droit comme un ensemble
fini d’éléments de ’ensemble V 4+ V x V 4+ T.
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Definition 4.47 Un systéme d’équations VX est un couple (V,¢) ou V est
un ensemble fini et ¢ est une fonction V. — Py(V+V xV + f) On dit que le
systéme est bien fondé si ¢p(a) CV x V + T pour tout a € V.

Pour définir une notion de solution pour un tel systéme, nous allons lui
associer un transformateur ensembliste et dire qu’une solution est un point fixe
de ce transformateur.

Definition 4.48 A un systéme (V,¢), on associe l’opérateur b : P(D)V —
P(D)V défini par :

dp)a)= |J pB)u |J pB)xpB)U (] [t

Be(a) (B1,B2)€d(c) tep(a)

Cet opérateur est croissant pour 'ordre sur P(D)V défini par p1 < ps
Va € V. p1(a) C pa(e). Son plus petit point fize est noté ifp(d).

Nous allons maintenant voir comment calculer le plus petit point fixe, donc
I’existence est garantie par le théoreme de Kleene.

Theoréme 4.49 Soit (V, ¢) est systéme d’équations Vx. Alors on peut construire
une famille de types (to)acv telle que :

Va € V. Ifp(6)(a) = [ta]
De plus, cette famille ne dépend pas du modéle (structurel) choisi.
Le théoreme est une conséquence des deux lemmes suivant.

Lemme 4.50 Pour tout systeme (V, ¢), on peut calculer un systéme bien fondé

(V,¢') tel que Ufp() = Ufp(¢)).

Preuve: Notons ~> la cloture transitive et reflexive de la relation
définie par a ~ § <= [ € ¢(«). On définit le systeme bien fondé

(V,¢') par :
= |J o(®\V
o

Notons p; = lfp(gZA)) et po = lfp(&).
On constate tout d’abord que pour tout p :

De plus, si a~ (3, alors p(ﬁ) - qg( )(«), et donc pl(ﬁ) C p1(), et
cela se généralise au cas o ~ (3. On obtient ainsi gb’(pl)(a) C p1(a),
ce qui donne py < py.

Prouvons maintenant p; < ps. Pour tout p, on a :

(p)(@) € @' (p)(a) U | p(B)

a~(3
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En donc en particulier :

5(02)(04) C p2(a) U U p2(B)

a~[3

Mais si a ~ , alors ¢/(8) C ¢'(a), et donc pa(8) = @(p2)(8) C
(E’(pz)(a) = pa2(a). On obtient ainsi gg(pg)(a) C pa(a), ce qui donne
bien p; < po. a

Lemme 4.51 Soit (V, ¢) un systéme bien fondé. Alors l’opérateur (E a un unique
point fize p, et on peut calculer une famille de types (to)acv, indépendante du
modeéle, telle que :

Va € V. p(a) = [ta]

Preuve: Commengons par prouver I'unicité du point fixe. Soient p;

et po deux points fixes de ¢, et prouvons que p; = pa. Pour cela, il
suffit d’établir la propriété ci-dessous pour tout d € D :

VYaeV.de pi(a) <= p2(a)

On procede par induction sur d, en remarquant que l'assertion

~

d € p;(«) s’écrit (puisque p; = ¢(p;)) :

€ ¢(a). d e [t]
V
(81, B2) € ¢(a),d1 € pi(Br),da € pi(B2). d = (dy,d2)

Passons au deuxieéme point de 1’énoncé. La propriété de régu-
larité de la B o F-coalgebre T permet de construire une famille de
types (ta)acv telle que :

VaeVita= \| taxtsv \[ t
(B1,82)€¢(x) ted(a)

On voit immédiatement que si on pose p(a) = [to], alors p est
un point fixe de ¢. a




91

Chapitre 5

Calcul

Dans ce chapitre, nous introduisons un mini-langage (ou calcul) typé. Nous
utilisons ’algebre de types introduite au Chapitre 3.
5.1 Syntaxe

Les expressions sont définies par la grammaire de la Figure 5.1. Nous notons
& Pensemble des expressions.

e u= ¢ ceC constante
| (e1,€e2) couple
| wf(ti—s1;. . tp—sn) Ax.e | t;,8; € f, n > 1 | abstraction
| x variable
| o(e €0 opérateur
| (x=e€t?ei]e) teT test de type

F1a. 5.1 — Expressions (termes) du calcul

Les lettres x et f désignent des wvariables. Nous supposons qu’il existe une
infinité de variables distinctes, et, de maniere classique, nous considérons les
expressions modulo alpha-conversion. Les problemes de collision sont évités par
renommage implicite. L’ensemble des variables libres d’une expression e est noté
fv(e), et il est défini de la manieére suivante :

fv(c) =0

fv((e1,e2)) = fv(er) Utv(es)
Mpf()dee) = NS}

fv(x) = =z

fv(o(e)) = fv(e)

fv((x=e€t?ellea)) = fv(e)U((fv(er) Utv(e))\{z})

On dit que Pexpression e est close si fv(e) = 0.
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Les productions pour les constantes, les couples, et les variables ne méritent
pas de commentaires. La production pour les abstractions est un peu particu-
liere : elle permet d’une part de définir des fonctions récursives (la variable f
est liée & la fonction elle-méme dans son corps) et d’autre part de spécifier un
nombre fini de types (t1—s1;. .. ; t,— 8, ) pour le prototype (ou l'interface) de ces
fonctions. La portée des variables f et x est limitée au corps e de I’abstraction. Si
P est un ensemble fini et non vide de types fleche, soit P = {t1—s1,...,th—5,},
on s’autorise & noter pf(P).Az.e au lieu de puf(t1—s1;...;th—8,).Ax.e (cela de-
mande de choisir un ordre d’énumération des éléments de P).

On désigne par O un ensemble d’opérateurs; c¢’est un parametre du calcul.
Nous supposons qu’il existe toujours un opérateur « application fonctionnelle »
app € O. Nous noterons ejes au lieu de app((ey, e3)).

La derniére production permet d’effectuer un test de type dynamique. Si le
résultat de I’expression e est de type t, alors le calcul continue avec ’expression
e1, sinon avec l'expression e;. La variable x est liée dans e; et dans es au résultat
de e.

Ces tests de type font que la sémantique du langage est dirigée par les types.
Nous devons donc introduire un systeme de types avant de considérer la séman-
tique du langage.

5.2 Systeme de types

Le systeme de types est présenté de maniere classique par un systéeme d’in-
duction (Figure 5.2). Le jugement de typage est de la forme ' F e : ¢ ot I" désigne
un environnement de typage, c’est-a-dire une fonction partielle & domaine fini
des variables vers les types.

Nous avons besoin d’une relation de sous-typage. Dans le chapitre précédent,
nous avons vu comment en définir a partir d’'un modele quelconque. Nous pre-
nons un modele bien fondé [ ] : T — P(D), et nous notons simplement <, au
lieu de <[ j la relation de sous-typage qu’il induit. Nous supposons que cette
relation de sous-typage est décidable (c’est le cas pour les modeles universels
lorsque le sous-typage est décidable pour les types de base). Nous notons ~
Péquivalence induite par ce sous-typage : t1 ~to <= (t1 <t2) A (t2 < t1)

Pour chaque opérateur o € O, on suppose donnée une relation binaire entre
les types, notée o : _—_ . On suppose que si l'on a o : t;—s1 et 0 : to—s9,
alors on a aussi o : (t1Ata)—(s1As2). Cette condition permettra d’obtenir le
Lemme 5.3, qui permet a son tour de voir que l’ensemble des types affectés
a une expression est un filtre (ensemble de types clos par subsomption et par
intersection). Il est toujours possible de compléter o : _—__ pour satisfaire cette
condition. Pour I'opérateur app, on prend la relation binaire app : _—_ définie
au Chapitre 4.

Outre les regles (abstr) et (case), le systeme (Figure 5.2) est assez classique.
Commentons donc ces deux regles.

La regle (abstr) permet de donner un type aux abstractions. Dans le calcul,
les fonctions sont surchargées : leur prototype peut spécifier plusieurs types
fleche. Le type donné a l'abstraction correspond a l'intersection de tous ces
types fleche. C’est le cas m = 0. On vérifie que chacun de ces types fleche est
valide : pour cela, il faut vérifier n contraintes sur le type du corps avec des
hypotheses différentes sur le type de 'argument.
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Fl—e:tl t1§t2
Fl_eltz

(subsum)

m (Const)

T'kFei:ti Theg:ts
'+ (61,62) 1t Xty

(pair)

t= /\ (ti—s:)A /\ —-(t;—w;)

i=1l..n j=l..m
Vi=1ln(f:t),(z:t),TkFe:s;
t20 bst
Tk pf(ti—s1;. . 5tn—sp) A \ve: t (abstr)
'kFz:T'(x) (var)
I'te:t o:t—s (0p)
T'ko(e):s
) t1 = toA\t - s; =0 sit; ~0
FFe'tO {tgzto\t VZ1”2'{($Zti),F|—€iZSi Sitii'_@

F'F(x=e€t?er|es): s1Vsa (case)

F1a. 5.2 — Systeme de type

Mais la regle permet aussi d’ajouter a cette intersection un nombre fini
arbitraire de négations de types fleche (m > 0), pourvu que lintersection ne
devienne pas vide. La raison pour autoriser ces types négatifs est assez simple :
nous voulons pouvoir munir I’ensemble des valeurs du langage d’une structure
de modele. Cela se fera en interprétant un type comme l’ensemble des valeurs
de ce type. Comme une abstraction close et bien typée est une valeur, elle doit
avoir un des deux types t—s ou —(t—s) pour tout choix de ¢ et s; en effet,
dans un modele, tout élément doit étre soit dans 'interprétation d’un type, soit
dans celle de son complémentaire. Cela explique que 1’on autorise a ajouter des
négations de types fleche dans la regle de typage, sinon on ne pourrait jamais
déduire pour les abstractions des négations de type fleche. Le lemme suivant
permet d’écrire la condition ¢ % 0 différemment.

Lemme 5.1 Soitt = \,_; ,,(ti—=si) AN ~(ty—s’) un type. Alors

j=1..m

t~0 < 3Jj=1.m. /\ (ti—si) < ti—s)

i=1l..n
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| Preuve: Conséquence du Lemme 4.9. O

Autrement dit, la condition ¢ % 0 signifie simplement qu’aucun des types
fleche ajoutés (en négatif) ne pourrait étre obtenu (en positif) grace a la regle
de subsomption & partir du type A,_; ,,(ti—s;).

La regle (case) est plus simple & décrire. L’idée est de raffiner le type to. Si
la premiere branche est sélectionnée, cela signifie que I’expression e s’est évaluée
en une valeur de type t; on sait donc que x aura le type t et le type tg, et donc
le type tAty. De méme, si la deuxieme branche est sélectionnée, la valeur n’est
pas de type t, et donc de type =t car ’ensemble des valeurs doit étre un modele.
Il faut tenir compte des deux cas possibles pour calculer le type du résultat.
En général, c’est la réunion du type des résultats de chaque branche. Mais on
peut raffiner : en effet, si I'on est stir qu'une branche ne sera pas utilisée, il
n’est pas nécessaire de la prendre en compte dans cette réunion. Ce raffinement
est nécessaire typiquement lorsque 'on type le corps d’une fonction surchargée
(plusieurs types fleche dans son prototype). Il faut alors vérifier plusieurs fois
le type du corps, avec des hypotheses différentes, et dans certains cas, il peut
étre nécessaire de ne pas prendre en compte une certaine branche pour pouvoir
vérifier la contrainte. On peut le voir sur ’exemple suivant :

pf (int—int; bool—bool). Az.(y = x € int 7 1 | true)

Dans cet exemple, nous utilisons deux types de base disjoints int et bool,
et deux constantes 1 (de type int) et true (de type bool). Lorsque l'on doit
vérifier la contrainte donnée par int—int, il faut bien ignorer la deuxiéme
branche, sans quoi le type du corps serait intVbool qui n’est pas un sous-type
de int.

5.3 Propriétés syntaxiques du typage
Lemme 5.2 (Renforcement des hypothéses) Soient I'y et I's deuz envi-
ronnements de typage tel que pour tout x dans le domaine de T'y, on a T'a(x) <
Pi(x). SiTyFe:t, alorsTote:t.

| Preuve: Induction sur la dérivation de I'y e : ¢. a
Lemme 5.3 Sil'ke:t; et ' e:tg, alors T F e : t1ALs.
Preuve: Par induction sur la structure des deux dérivations de ty-
pagepour 'Fe:ty et 'k e:ts.

Considérons d’abord le cas ou la derniere regle appliquée dans
Pune des deux dérivations est (subsum), disons :

I'kFe:s; 1<t
I'ke:ty I'ke:t

L’hypothese d’induction permet d’obtenir I' F e : s3Ats. On
conclut ce cas en constatant s;Aty < 1Aty puisque s1 < 1.

Si aucun des deux derniéres régles appliquées n’est (subsum),
alors il s’agit de deux instances de la méme regle.
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Regles (const), (var) : ces régles ne permettent d’obtenir qu’un
seul type t pour 'expression, et tAt ~ t.

Regle (op) : conséquence directe de la propriété de cloture de o :
_ —__ par intersection.

Regle (pair) : considérons la situation ci-dessous.

I'ker:t; T'keg:ity F}_elitll F}_egitlz
'+ (61762) tt1Xto '+ (61,62) : t’lxt’2

Soit t} = t1At] et t = taAth. En appliquant deux fois ’hypotheése
d’induction, on obtient T' ey : t{ et T' I ey : t§. La reégle (pair)
donne alors T' I (eq, e3) : t{ xt4. Pour conclure, il suffit de constater
que t] %ty ~ (t;xta)A(t) xth) d’apres le Lemme 4.34.

Regle (case) : considérons la situation ci-dessous.

F'ke:ty (z:t;),TFei:s; Fke:ty (z:¢),TFe;:s,

2

F'F(z=ec€ct?eles) : s51Vsy TH(x=ect?eles):siVsh

avec t1 = toAt, to = to\t, t = tyAt, th = ty\t. L’hypothese d’in-
duction donne tout d’abord : T' F e : t avec t§ = toAt;. On pose
t] = tgAt et t§ = tg\t. Soit i = 1..2. On constate que ¢! < t;, et
donc le Lemme 5.2 donne (x : t/),T" - e; : ;. De méme, ’on obtient
(x:t), T Fe;: sk, et donc, en appliquant ’hypothese d’induction
(x:t]),T' ke s ous! = s;As. Avec la regle (case), on prouve
alorsT'F (z =e €t 7 e1]ea) : s{VsY, et on conclut en constatant
que s7Vsh < (s1Vsa)A(s)Vsh).

Les cas particuliers (lorsque ¢; ~ 0 ou ¢} ~ 0) se traitent sans

probleme.
Regle (abstr) : considérons deux applications de la regle (abstr)
a la méme abstraction uf(t1—s1;...;tn—s,).Ax.€, avec les types
ci-dessous :
t = /\ (ti—si)A ~(ti—s))
i=1l..n j=1l..m
= N\ timson N\ (-8
1=1..n j=m+1l..m’

ot 0ett 0. Posons :

t" = /\ (ti—si)A\ /\ ~(tf—s))

i=1l..n j=1l..m’

On a t” ~ tAt'. Vérifions que la régle (abstr) permet de donner le
type t”’ a I’abstraction considérée. Pour ¢ = 1..n, on a par hypothese
(f:t),(z:¢),T Fe:s;, et done, par le Lemme 5.2 : (f : "), (z:
t;),I' F e : s;. Il ne reste donc plus qu’a vérifier que ¢’ # 0, ce
qui résulte immédiatement du Lemme 5.1. Notons que dans ce cas,
nous n’avons pas utilisé I’hypothese d’induction. O

Corollaire 5.4 Soit I' un environnement et e une expression bien typée sous
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T. Alors l’ensemble {t € T | TFe:t)vV (T e:nt)} contient O et est stable
par les connecteurs booléens.

Preuve: Soit F ’ensemble introduit dans I’énoncé. Il est clairement
stable par l'opérateur — et invariant par 1’équivalence ~. On a
Ik e: 1 par la régle (subsum), donc 1 € E. On obtient 0 € E
en écrivant 0 ~ —1. Il ne reste plus qu’a montrer que F est stable
par V, car il sera alors aussi stable par A compte-tenu de t; Aty =~
= ((—t1)V(—t2)). Prenons t; et to dans E, et montrons que ¢1Vts y
est aussi. Supposons I' I/ e : t1Via. Alors, par la regle (subsum), on
obtient '/ e:t; et T'He:ty. OnadoncT'Fe:—ty et ['F e : —ts.
Le Lemme 5.3 donne I' F e : =t A—ty. Or =i A-itg ~ —(81ViEy). O

Lemme 5.5 (Substitution) Soient e,eq,..., e, des expressions, xi, ..., Ty
des wvariables distinctes, t,t1,...,t, des types, et I' un environnement de ty-
page. On note e[x1 = e1;...;x, = e,] lexpression obtenue a partir de e en

remplacant (sans capture) les occurrences libres de x; par e;. On a alors :

x1:t1),...,(xn i tn), [ Fe:t
{ (Vilzll..)n.Fl—(e-:t-) =Thre[ry:=e1;...;2n =€y 1 t

Preuve: Par induction sur la dérivation de typage (z1
t1)y..y (@n 1 tn), T et a

5.4 Valeurs

Parmi I’ensemble des expressions, on isole celles qui sont closes, bien typées,
et qui sont produites par la grammaire :

v on= ¢
| (vr,02)
| wf(ti—s1;. .. th—s,). Ax.e

Lorsque 'on parle d’induction sur la structure d’une valeur, on considere le
cas des abstractions comme un cas de base.
On note V 'ensemble des valeurs, et ’on pose :

[tl, ={veV| kFuv:t}

D’apres la regle de subsomption, cette définition est compatible avec la sé-
mantique des types : si t; < to, alors [t1],, C [t2],,, et en particulier, si t; ~ t,
alors [t1],, = [t2]-

Theoréme 5.6 La fonction [_],, : T — P(V) est un modéle structurel. La
relation de sous-typage qu’il induit est <.

Ce théoreme affirme que quelque soit le modele [_] bien fondé que nous
avons choisi pour définir la relation de sous-typage < utilisée dans le systeme de
types, nous obtenons une nouvelle interprétation de la relation de sous-typage
t < s comme l'inclusion de ’ensemble des valeurs de type t dans ’ensemble des
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valeurs de type s. Autrement dit, nous pouvons « oublier » le modele de départ
pour interpréter la relation de sous-typage.

Des choix différents pour le modele de départ peuvent donner naissance a
des relations de sous-typage différentes, et donc a des systemes de types diffé-
rents pour le méme calcul. Il est intéressant de noter que, dans la mesure ou la
sémantique du calcul est dirigée par les types, celle-ci est également affectée par
ces choix.

Corollaire 5.7 Pour tout modéle bien fondé, on peut construire un modéle
structurel qui induit la méme relation de sous-typage.

Les résultats qui suivent permettent d’établir le Théoreme 5.6.
Lemme 5.8 Aucune valeur n’a le type 0.

Preuve: On montre par une induction facile sur la dérivation de
typage - v : t que t ne peut pas étre 0. O

Lemme 5.9 Pour tout type t € T, [tly U [-tly, = V.

Preuve: 11 s’agit de montrer que pour toute valeur v et tout type t,
onal v:touk v:=t. On procede par récurrence sur la structure
de v. Le Corollaire 5.4 permet de se ramener au cas ou t est un
atome a.

Si v est une constante ¢, alors - ¢ : b.. Si a n’est pas un type
de base, alors b, < —a et donc - ¢ : ma. Si a est un type de base,
alors on a soit b. < a, soit b, < —a (car b, est un type singleton,
voir Section 4.1), ce qui permet de conclure pour ce cas.

Considérons le cas ou v est une abstraction de prototype
(ti=s1;...5tp—sy,). Notons tg = A,_; , ti—si. On a b v : t.
Si a n’est pas un type fleche, alors tg < =a, et donc F v : —a.
Si a est un type fleche tel que ty < a, alors - v : a par la regle
(subsum). Sinon, on peut appliquer la régle (abstr) avec a comme
type fleche négatif, et ’on obtient F v : tgA-a, et donc - v : —a.

Enfin, considérons le cas v = (v1,v2). Si a n’est pas un type
produit, on obtient facilement - v : —a. Supposons maintenant
a = t1Xty. Sik vy 1 t; et B vy : ty, alors la régle (pair) donne
tout de suite - v : a. Si ce n’est pas le cas, disons I vy : t1, alors
I'hypothese d’induction donne F vy : =¢;. Posons ¢} = —t;. On a
F oy @ t), et aussi F vy : 1 puisque vy est bien typée. On obtient
F’U:tll)(]lg_‘(tlxtg). O

Lemme 5.10 La fonction [_],, : T — P(V) est une interprétation ensembliste.

Preuve: La condition [0],, = 0 est exprimée par le Lemme 5.8. On
obtient [1],, = V en constatant que par définition, toute valeur
est bien typée, et on peut donc lui donner le type 1 avec la regle
(subsum).

La condition [tiAtz], = [ti],, N [tz],, s’obtient avec le
Lemme 5.3. Elle donne en particulier, pour tout type t : [t],, N
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[-t], = [tA-t], = [0], = 0. En combinant cela avec le
Lemme 5.9, on obtient [=t],, = V\[t],,.

Finalement, la condition pour la réunion [t1Vts],, = [t:i],, U
[t2],, s’obtient en écrivant t;Vty ~ = (—t1Ats) et en utilisant les
propriétés établies pour la négation et I'intersection. O

Pour conclure que [_],, est un modele qui définit la méme relation de sous-
typage que [ ], il suffit donc, d’apres le Corollaire 4.15, d’établir le lemme
ci-dessous.

Lemme 5.11 Pour tout type t :
[t]=0 < [t], =0

Preuve: L’'implication = provient du Lemme 5.8. Pour établir I’im-
plication <, nous allons utiliser le fait que [_] est un modele bien
fondé (Définition 4.3). Nous disposons d’un ordre bien fondé < sur
D. Raisonnons par induction sur cet ordre pour prouver que pour
tout type t, si d € [t], alors il existe v € [t],,. Supposons donc
d € [t]. La définition d’un modele bien fondé donne un d' € E[t]
tel que, si d’ = (dy,ds), alors d; < d et dg < d. Distinguons suivant
la forme de d’.

Si d' = (dy,ds), alors di <d et dy <d. Cet élément d’ est dans
Pensemble E[t], et donc dans :

U ( N [[tlﬂXth]]>\< U [[tl]]><[[t2ﬂ>

(P,N)Et | Pngrod t1Xta€P t1 Xt EN

En utilisant le Lemme 4.6, on trouve (P,N) € t, et N’ C N tels
que P C Tprod, d1 € [s1] et da € [s2] ou :

S1 = A tl\ V tl

t1 Xt €P t1Xto €N’

SS9 = A tg\ V tg

t1XtoEP tlxtQEN\N/

En appliquant I’hypothese de récurrence a d; et ds, on trouve
deux valeurs vy et vy telles que F vy : 81 et F vy : s5. On prend
v = (v1,v9). La regle (pair) donne - v : s1xss. Il ne reste plus
qu’a constater que sy1Xso < t, ce qui provient encore une fois du
Lemme 4.6. On a bien v € [t],,.

Si d' est une constante ¢, alors on trouve (P,N) € t tel que
P C Thasic, Vb € P. ¢ € B[b] et Vb € N. ¢ € B[b]. En en déduit
be < Apep W\ Vipen 0 < t, ce qui donne ¢ : t.

Finalement, considérons le cas ou d’ € P(D x Dgq). On trouve
(P,N) €t tel que P C Tpyn et d' € E[t'] ol

= N totan N\ -tiot)
t1—t2€P t1—ta €N
Onat <tett # 0 (puisque E[t'] # 0). On conclut en considérant
une abstraction close et bien typée, dont le prototype est donné par
P, par exemple pf(P).A\x. f x. Laregle (abstr) donne a cette valeur
le type t'. O
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Pour établir la stireté de la sémantique, nous aurons besoin du résultat ci-
dessous.

Lemme 5.12 (Inversion)

[[tl)(tgﬂv = {(’Ul,’Ug) | Fop Ztl,F’UQ Stg}
[0y = f{efbe<b}
[t—=s], = {(uf(ti—=s1;...ith—=sn).Aze) € V. | /\ ti—s; < t—s}

i=1l..n

Preuve: Pour chacune des égalités, I'inclusion O est immédiate.
Montrons les trois inclusions C successivement. Commencons par
remarquer que si v est une valeur, alors on a - v : a pour un
certain atome a de méme genre que v : si v est une constante
(resp. couple)(resp. fonction), a est un type de base (resp. type
produit)(resp. type fleche). Si on a de plus F v : #p, alors on
obtient par le Lemme 5.3 F v : tgAa. D’apres le Lemme 5.8, on
a donc tgAa #£ 0, et donc si £y est lui aussi un atome, il est du
méme genre que v (car deux atomes de genre différent ont une
intersection vide).

Commencons par le cas tg = t1Xto. Si l'on a - v : t1Xts, alors
d’apres la remarque ci-dessus, v doit étre un couple : v = (v1,v2).
Le jugement - v : t1Xty ne peut étre obtenu qu’en appliquant
un certain nombre de fois la régle (subsum) aprés une instance
de la regle (pair). Cela donne deux types t] et t; tels que F vy :
th, Foug i th, et tixth < tyXty. Or t) £ 0 et ¢, £ 0 d’apres le
Lemme 5.8, et 'on obtient donc | < t; et t, < t5. On a bien :
v € {(v1,v2) | Fuy:ity,Fog:tal}.

Considérons maintenant le cas tg = b. La valeur v est donc
nécessairement une constante c, et toute dérivation de typage pour
¢ consiste en un nombre fini d’applications de la regle (subsum)
apres la régle (const). On obtient ainsi b, < b.

Enfin, regardons le cas tg = t—s. La valeur v est une abs-
traction uf(t1—s1;...;tp—8,).Az.e. On voit, avec un raisonne-
ment comme ci-dessus, qu’il existe un nombre fini de types fleche
(t;—».s")j:l,_m tels que sg < t—s et s9 2 0 ol :

J
0= A s A A=)
i=1l..n j=1l..m

Le Lemme 5.1 donne donc :

/\ ti—s; < t—s

i=1l..n

comme attendu. O

5.5 Sémantique

Nous pouvons maintenant définir la sémantique du calcul. Nous allons en
fait définir une sémantique opérationnelle & petits pas, c¢’est-a-dire une relation
de réécriture sur les expressions closes.
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Nous matérialisons l'erreur de type par le symbole €, et nous posons &, =
E+{Q}.

Pour chaque opérateur o € O, nous supposons donnée une relation binaire,
notée v ~» e, ot v € V et e € Eq. Pour lopérateur app, nous prenons la (-
réduction (vy,vs) & elf == wvy;x := vg] lorsque vy = pf(...). z.e et v L0
lorsque v n’est pas de la forme (uf(...).Az.e,v2).

Les contextes (immédiats) d’évaluation sont définis par les productions :

Nous définissons la relation de réécriture e ~ ¢’ (ot e € £ et ¢’ € Eg) par le
systeme inductif ci-dessous.

e~ e~ée e #£Q
Cle] ~ Q  Cle] ~ C[e]

v e

o(v) ~ e
1€{l,2} (i=1<=Ftwv:t)
(x=v€t7?eilea) ~ ejfr :=1]

Notons qu’avec cette sémantique, une valeur ne se réduit pas.

5.6 Sitreté du typage

Definition 5.13 Soient o un opérateur, et t,s deuzx types. On note (0 : t = s)
YweV,Vee&y. (Fo:t)A(v~de) = Fe:s

Definition 5.14 On dit qu’un opérateur o est bien typé si :
Vi, s. (0:t—s) = (0:t = s)

Definition 5.15 Soit o un opérateur bien typé. On dit que le typage de o est
exact si, pour tout type t tel que (o : t = 1), il existe un type s tel que (o0 : t—s)
et :

Vo' € [s]y,.3v € [t]y-3e € E. (v ) A (e~ 0)

Remarque 5.16 Cette condition d’exactitude est une forme de réciproque a
Uimplication dans la Définition 5.14. Elle affirme en plus une propriété trés
forte, a savoir l'existence d’un type qui capture exactement l’ensemble des ré-
sultats que l’on peut obtenir en appliquant lopérateur sur une valeur arbitraire
d’un type donné. Le typage d’un opérateur exact n’introduit aucune approrima-
tion par rapport a4 sa sémantique et 4 l'approximation déja effectuée sur le type
de l'argument.

Lemme 5.17 Soient o un opérateur et ty,to, s1,So quatre types. Alors :
- (O 1t = 81) A (0 Pl = 82) = (O : (tl/\tg) — (81/\82)),
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- (O 1t = 81) AN (0 ity = 82) = (O : (t1Vt2) — (81V82)),
- (02t1:>sl)/\(t2Stl)/\(81§82):>(02t22>82),

Preuve: Supposons que (0 : t; => s1) et (0 : ts = s3). Prouvons
tout d’abord que (o : (t1At2) = (s1As2)). Considérons une valeur
v de type t1 Aty et une réduction v ~» e. La valeur v est a fortiori
de type t1, et donc par hypothese - e : s1. De méme, - ¢ : so, et
l'on en déduit F e : s1As en utilisant le Lemme 5.3.

Prouvons maintenant que (o : (t1Vt2) = (s1Vs3)). Considé-
rons une valeur v de type t1Vts et une réduction v ~ e. La valeur
v est de type t1 ou de type t5. Par exemple, si v est de type t1, on
a, par hypothese - e : s1 et donc, a fortiori, - e : s1Vsa.

Le dernier point se prouve trivialement en utilisant la regle de
subsomption. O

Lemme 5.18 L’opérateur app est bien typé.

Preuve: Compte-tenu du lemme ci-dessus et de la définition axio-
matique de la relation app : _—__ (Figure 4.1), il suffit de vérifier
que (app : ((t—s)xt) = s) pour des types ¢ et s arbitraires.
Soit v une valeur de type (t—s)xt. D’apres le Lemme 5.12, on voit
qu'il s’agit d’'un couple v = (vy,v;) avec - v, : t et F vy : t—s.
La valeur vy est donc une abstraction pf(t1—51;...;tp—8p). Az €,
avec \,_; ,, ti—s; < t—s.

Siv P ¢ onadonc e = elf == vyiz == v,]. Il s’agit de
montrer que ¢’ : s.

Soit I = {1,....,.n} et I' ={i € I| F vy : 1t} Ona
t £ \/iel\], t;. En effet, dans le cas contraire, on aurait v, €
[[Viel\l, t;], et donc il y aurait un i € I’ avec F v, : t;, ce qui
contredirait la définition de I'.

Puisque A,_; ,, ti—s; <t—sett £ Viel\l, t;, on obtient avec
le Lemme 4.9 que I’ # () et :

/\sigs

iel’

Pour établir - €’ : s, il suffit donc, compte-tenu du Lemme 5.3, de
prouver ¢’ : s; pour tout i € I’.

Prenons donc i tel que = v, : ¢;. La valeur vy est bien typée;
en considérant une instance de la régle (abstr) qui donne un type
t' & vy, on voit que (f : '), (z : t;) F e : s;. Puisque F vy : ¢/ et
F v, @ t;, le Lemme 5.5 donne bien ¢’ : s;. O

Nous pouvons maintenant établir un résultat classique de préservation du
typage par réduction (subject reduction). Dans la mesure ol nous avons rendu
explicite 'erreur 2 dans la sémantique du calcul, ce théoreme garantit 1’absence
d’erreur de type lorsqu’on évalue une expression bien typée.

Theoréme 5.19 (Préservation du typage par réduction) Si tous les opé-
rateurs sont bien typés, alors le typage est préservé par réduction : si e ~» e’ et
Fe:t, alorst e :t. En particulier, ¢/ # Q.
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Preuve: Par induction sur la dérivation du jugement F e : ¢. Si la
derniére regle appliquée est (subsum), on a en fait - e : s avec
s < t. Par induction, on voit que F €’ : s et la régle (subsum)
donne alors F €’ : t.

On suppose maintenant que la dérivation de - e : ¢ ne se
termine pas par une application de la regle (subsum). La forme
syntaxique de e donne alors la derniere regle appliquée. Les cas
constante, variable et abstraction sont impossibles.

Les regles de réduction en contexte se traitent trivialement. Le
cas de la réduction d’un opérateur vient directement de la définition
d’un opérateur bien typé.

Considérons le cas d’'une expression e = (x =v €t ? eq]ez). La
regle de typage utilisée est :

- {tlzto/\t {si:(D sit; ~0

t2 :to\t (m:ti),FFei -7 si ti ¢®
F'F(zx=vet?ele):s1Vsy

Il y a deux cas (mutuellement exclusifs) : - v : ¢ ou F v : =t.
Considérons par exemple le premier cas. La réduction est alors :

e~ ez =]

On a kv : toAt = t1, ce qui donne déja ¢1 % 0 et donc (z : ¢1),T'
e; : s1. En appliquant le Lemme 5.5 & ce jugement, on obtient
Feilz:=v]:s <s. Lecast v:—t se traite de la méme manieére.

O

Le théoreme ci-dessous donne une justification supplémentaire de notre dé-

marche :

meéme si 'on a définit le typage de 'application fonctionnelle app de

maniere purement ensembliste, il correspond tres exactement a la sémantique
du calcul.

Theoréme 5.20 Le typage de l'opérateur app est exact.

Preuve: Soit ¢t un type tel que (app : ¢t = 1). On en déduit déja
t < 1x1, car sinon on pourrait trouver une valeur v telle que - v : ¢
et v ¥ Q.

Si 'on prouve la propriété d’exactitude pour deux types t; et
to, on en déduit la propriété pour le type t1Vto, en utilisant la regle
(appV). En écrivant (Théoreme 4.36)

t~\[ tyxty
(ty tz)Em(t)
et en décomposant chaque t; sous la forme
ty ~ V /\ al /\ -a
(P,N)€tys acP aEN

on se rameéne au cas olt t = tyXt,, avec ty = N, cpaA N\, ey 0,
pour deux ensembles finis P et N de types fleche atomiques, avec
ty #20. Posons P = {t;}—s; |icI}onl={1,...,n}
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Soit tg le type Viel t;. Sit, £ tg, alors on choisit une valeur v,
dans t,\tg, et 'on pose :

vg = pf(P)Az.(y =z €ty 7 app((f,z))|app(f))

Cette expression a le type tf, car la deuxieme branche dans le
corps est ignorée lors du typage. La valeur (vf,v,) a donc le type
t mais (vy, vy) 2P ¢ ol e est une expression mal typée (car elle se
réduit sur app(vy) qui est mal typée), ce qui contredit ’hypothese
(app:t = 1).

On peut donc supposer que t, < to. Posons :

= VA

I'CI | (x)iel\I’

ot () est la condition ¢, £ ;. ti. Le Lemme 4.46 donne app :
t—s. Soit v une valeur dans s. On peut trouver I’ qui vérifie (x)
et tel que v’ € /\iel\l, s;. Soit v, une valeur dans ¢\ \/, . t; et vy
la valeur :

vy = uf(P)Ae.(y = w € \[ t: 7 app((f.2))lv')
iel’

iel’

On constate que (vy,v;) a bien le type t, et que (vy, vy) 2P ¢ avee

*
e~ v, O

5.7 Inférence de types

Dans cette section, nous étudions le probleme de l'inférence dans le systeme
de types introduit a la Section 5.2. La difficulté provient du fait que le systeme
n’a pas de types principauz : étant donné un environnement de typage I' et une
expression e bien typée sous I, il n’existe pas forcément un type ¢ tel que :

Vs. TFe:s) <= t<s

Cela provient essentiellement de la regle de typage (abstr) qui permet toujours
d’ajouter des types fleche négatifs. La regle (op) peut aussi empécher I'existence
de types principaux.

5.7.1 Filtres, schémas

L’idée est d’introduire des objets syntaxiques, appelés schémas, chacun re-
présentant un ensemble de types, de sorte a pouvoir capturer tous les types
d’une certaine expression e dans un environnement I" par un unique schéma. La
grammaire pour les schémas est :

Q

t = ¢ teT
| [tiosieite—sy] n> Lt s €T
| t; ® L,
| t; @C
|
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Nous écrirons également [t;—s;]i=1. ., pour [t1—s1;...;tp—8n].

A chaque schéma b, nous voulons associer un ensemble de types {t}. L’idée
étant de représenter ’ensemble des types d’une expression par un schéma, nous
serons guidés par la définition et le lemme suivant.

Definition 5.21 Un filtre est un ensemble de types F C T clos par intersection
et subsomption :

— Vti1,te. t1 € F ALy € F = t1Aty € F

- Vti,to. t1 € FAL <ty =ty € F

Lemme 5.22 Soit I' un environnement de typage et e une expression, alors
Uensemble {t | T'F et} est un filtre.

| Preuve: Conséquence de la régle (subsum) et du Lemme 5.3. O

Definition 5.23 Nous définissons la fonction {__} qui associe & un schéma un
ensemble de types par :

{t} = {s|t<s}
{[ti—sili=1.n} = {s|3so= /\ ti—5;) A /\ (tj—s}). 0 % so < s}

i=1..n Jj=1l..m
{[tl ® U:Q} {S | dt; € {[tl},tg S {U:Q} t1 Xty < S}
{[|31 W) UZQ}

{S | dt; € {['Zl},tz € {UZQ} t1Vity < S}
() — 0

Lemme 5.24 Pour tout schéma t, I’ensemble {t} est un filtre. On peut décider
s’il est vide.

Preuve: Induction facile sur la syntaxe des filtres. Le cas
[ti—8i]i=1..n se traite avec le Lemme 5.1.

Si I’on voit un schéma bt comme un arbre binaire dont les nceuds
sont ® et @, alors le filtre {t} est vide si et seulement si 'une des
feuilles est (2. a

Remarque 5.25 1 est facile de vérifier I’égalité :

{t: @t} = {t:} N {t}

Lemme 5.26 Soit ty un type et t un schéma. Alors on peut calculer un schéma,
noté tg ® t, tel que :

{to® t} = {s | 3t € {t}.tAty < s}

et de plus #(to ® t) < #t, ot #t désigne le nombre mazimal de constructeurs
® imbriqués dans L.

Preuve: La preuve donne une construction pour to ® b. La véri-
fication de la propriété attendue est aisée. Nous procédons par
induction sur la syntaxe de t. Si t est un type ¢, on prend :

to ®t = toNt
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Si b est une réunion t; @ b2, on distribue :
to ® (b @ t2) = (to ® 1) @ (to ® La)

Si test €, on prend tg ®t = Q.

Pour les deux cas [t;—$;]i=1..n et &1 ® b3, nous utilisons le
Lemme 3.1, qui nous permet de voir {3 comme une combinaison
booléenne d’atomes. Les deux équations suivantes permettent de
se ramener au cas ol ty est un atome ou une négation d’atome :

(tivVta) Ot = (t1 O L) @ (2 O L)

(tintz) Ot =1t O (t2 O F)

Pour le cas t = t; ® by, on prend :
(tixt2) ® (L1 @) = (61 O t) ® (t2 B L)

S(tixta) ® (b @ b)) = (0t O b)) @) © (b @ (—t2 B b))

et si a est un atome qui n’est pas de la forme ¢ Xt5 :
a® (UZ1 & [tz) =0

a0 ® (b @) = (t @bs)

Pour le cas t = [t;—$;]i=1..n, on prend :

[ti—sili=1.n si /\ ti—s; < t—rs

t—5) O [ti—si|iz1..n = i=L.n
( ) O lt=sidimrn 0 si /\ ti—s; L t—s
i=1..n
0 si /\ ti—s; < t—os
—(t—s @ t—s5. T 1=1..n
(=) Olmsliotn = R g e
i=1l..n

et si a est un atome qui n’est pas de la forme t—s :
a® [ti—8)i=1., =0

2a O [ti—=Si)i=1.n = [LiSili=1..n

O

Lemme 5.27 Soitt un schéma et t un type. Alors on peut décider si ’assertion
t € {t} est vraie ou fausse. On note t < t lorsqu’elle est vraie.

Preuve: Commencons par observer I’équivalence :
te{t} < 0e{(~t)nt}

On constate en effet que : 0 € {(—t) ®t} <= Js € {t}. (-t)As <
0 < Jse{t}. s<t < te{t}
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On se ramene ainsi au cas t = 0, et on conclut par induction
sur la syntaxe de t, en utilisant :

0 e {t} — t~0

0 & {[ti—si]i=1.n}

0e {[tl (24 [tz} < (@ € {Uil}) \Y ((D € {UIQ})
0 € {t; @t} <~ (0e{ti}) A (0 € {L:})
0 ¢ {0}

5.7.2 Typage des opérateurs

Nous avons presque tous les ingrédients nécessaires pour reformuler le sys-
teme de types avec les schémas. Il ne reste plus qu’a supposer que les opérateurs
se comportent bien vis-a-vis des schémas. Pour un opérateur o et un schéma G,
considérons I’ensemble :

{s |3t >3 <s.0:t'>s'}
Il est aisé de voir qu’il s’agit d’'un filtre.

Definition 5.28 Une fonction de typage pour l'opérateur o est une fonction
des schémas dans les schémas, notée o[_], telle que, pour tout schéma b :

{olt]} ={s | H' >3’ <s.0:t'—>5"}

Lemme 5.29 Il existe une fonction de typage calculable pour ['opérateur app.

Preuve: La preuve repose sur le Théoreme 4.42 et le Lemme 4.37.
Pour un filtre F, notons :

Xy = {s| I e€F3Is' <s. app:t'—s'}
= {s| 3 € F. app:t'—s}

En utilisant le Théoréme 4.42, on voit que si t £ (0—1) x 1,
alors Xg3 = 0, et dans ce cas, nous prenons app[t] = €. Cela
permet de traiter en particulier les cas t = Q, t = [t;—s;]i=1..n €t
t=(t®t)®t;. Sit <0, on prend app[t] = 0. Dorénavant, nous
supposons que b < (0—1) x L et t £ 0.

En utilisant la régle (appV), on établit immédiatement 1’éga-
lité :

Xrnr = X5 N XF,

Cela permet de poser :

applt; @ t] = app(ti] © app|[ts]
app[(t; @) @] := applt: ® tz] © app[t] @ b]
applt] = ©  app[t; ® to

(t1,t2)€m(t)

En utilisant ces définitions, on se ramene au cas by ®ts; ot by est soit
un type t1 (avec t; < 0—1 et t; £ 0) soit de la forme [t;—s];=1. 1.
Le Corollaire 4.45 donne :

X{[t1®[t2} = {S | E|t2 Z [|32. [|:1 S tg—)S}



5.7. Inférence de types 107

Dans la mesure ou :

tiosllicin < ta—s <=\ tios) <thos

i=1l..n
on se ramene a 'unique cas ou t; est un type t1, et 'on a :
Xitaty = 18 | 2 > ba. t1 <tg—rs}

Le Lemme 4.37 donne :

t2 S Dom(tl)

t1 <t <
1= s { V(s1,82) € p(t1). (t2 < 1)V (52 < 5)

On obtient facilement les équivalences suivantes :

E'tg Z [t2. tl S tQ—)S
— dby <ty < Dom(t1). V(Sl,SQ) S p(tl). (tg < 81) V (82 < S)
<= by < Dom(t;) AV(s1,s2) € p(ty). (b2 < 51)V (52 < 5)
< b <Dom(t;)As> © S9
(s1,82)€p(t1) | t2Lsy

Seul le sens < 1’équivalence marqué d’une étoile mérite un com-
mentaire. Supposons que pour chaque couple (s1,s2) € p(t1), on
a by < 51 ou s5 < s. On définit alors to comme l'intersection de
Dom(t1) et des types s1 tels que (s1,$2) € p(t1) et ta < 51. On a

bien bty < to.
On en déduit finalement :
app[t1 ® L] = Q si bty £ Dom(¢1)
= © so sl by < Dom(ty)

(s1,82)€p(t1) | Lakse

5.7.3 Algorithme de typage

Pour le reste de cette section, nous supposons que tous les opérateurs pos-
sedent une fonction de typage calculable. Nous pouvons alors définir un algo-
rithme de typage. On appelle « environnement de typage par schémas » une
fonction partielle & domaine finie I' des variables dans les schémas, telle que
{T'(z)} # 0 pour tout = dans le domaine de I'. L’algorithme est présenté dans
la Figure 5.3 sous la forme d’une fonction qui associe a environnement [ et a
une expression e un schéma, noté I'[e]. Cette fonction est définie par induction
sur la syntaxe de e.

Si T (resp. [') est un environnement de typage (resp. par schémas), alors on
note I < T lorsque I et T' ont le méme domaine, et pour tout z : I'(z) < I'(x).

Lemme 5.30 S:T <T'y et < T, alors il existe un environnement I tel que :
r<r,r<ry,I'<TI,.

Preuve: Les trois environnements ', I'; et I's ont le méme domaine.
Si z est dans ce domaine, on pose I'(xz) = I'1(2)AT'2(z), et sinon
I'(x) n’est pas défini. O



108 Chapitre 5. Calcul

F(e1,e2)] :=Tler] @ [lez]

iVi=1.n.s <s;
U[pf(t1—s1;- - -5 tn—8n). AT €] ;:{ L osivi=l.ns<s

) sinon

ot { t = [ti—sili=1.n
s, =((f:b),(z:t;),0N)[e] (i=1.n)

[(x) est défini
Iz

|:=
[o(e)]

MMz=ect? 61\62)] =51 @ Sy

e
Q sinon
=o[l

bo :=[e]
[tl =t0 UZO
o ty = (—lt) O by
((z:L;),0)e;] sit; £0,{t;} #0
si:=4¢ 0 sit; <0 (i=1..2)
Q si {[IZ7} = @

FiG. 5.3 — Algorithme de typage

Lemme 5.31 (Correction) Si[[e] <t, alors il existe ' > T tel que ' e : t.

Preuve: Induction sur la structure de I'expression e. Nous traitons
les deux cas les plus intéressants.

Case' = (x=e€t?eq|es). On prend by, by, s, 31,30 comme dans
la définition de ['[(x = e € t ? eq|ez)]. Soit s1, s2 tels que 51 < s71 et
sy < s9. Il s’agit de voir qu’il existe I' > [ tel que I' - ¢’ : 51Vss.
Prenons i = 1..2. Puisque s; < s;, on a s; # €. Il y a deux cas.
Sit;, £ 0, alors 3; = ((x : t;),)[e;] < s;. D’aprés 'hypothese
d’induction, il existe T'; > T et ¢; > U; tels que (z: ¢;), T Fe; @ s;.
Sit; <0, alors on pose t; = 0.

Posons ty = (t1At)V(t2\t). Prouvons que ty > lp. On a
t1 > b = t® by, et done il existe t] > by tel que tAt] < t;.
De méme, il existe th > by tel que (mt)At, < to. On en déduit :
to > (LA ALV ((mt)AEALy) ~ tiAt, > by. Posons ] = toAt < t
et tg = to\t < ts.

On peut donc appliquer encore une fois I’hypothese d’induction,
qui donne l'existence d’'un I'g > [ tel que I'g F e : to. En utilisant
les Lemmes 5.2 et 5.30, on voit qu’il existe un environnement I' > I
tel que T' e : to, et (z : ), T F e; : s; pour i = 1..2 (lorsque
t; £ 0). On conclut en utilisant la régle (case) et éventuellement
(subsum) que T' €' : $1Vsa.

Cas e/ = uf(t1—s1;...;tn—8y,). Az.e. On prend b et s; comme dans
la définition de [[e’]. Puisque ['[e/] # Q (car T'[e/] <t),onal[e] =
t et s; < s; pour tout ¢ = 1..n. L’hypothese d’induction montre
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que pour chaque i, on peut trouver un environnement I' = ((f :
), (z : t7), L) = ((f : b),(x : £;),[) tel que I' - e : s;. Posons
= ANim1 o AL

On a t’ > [, et donc on peut trouver une famille (t’4—>3;)j:1“m
telle que ' > " £ 0 o t” = A\, , (ti—=s) A=y, ~(Ej—8)).

En utilisant les Lemme 5.2 et 5.30, on obtient un I' > [ tel que,
pour tout i : (f :t"),(x:¢;),T'F e: s;. On peut appliquer la regle
(abstr) pour obtenir T' - €’ : t”] ce qui permet de conclure, puisque
t" <t. 0

Lemme 5.32 (Complétude) Sil <T etT'Fe:t, alors [e] <t.

Preuve: Induction sur la dérivation de typage I' I e : t. La preuve
est mécanique. Considérons par exemple le cas ou la dérivation se
termine par une instance de la régle (case) :
. tlzto/\t Si:(D Siti’io
F"@.to {tg—to\t {(z:ti),FFeissi Sltzi(D

F'F(zx=e€ct?eles):s1Vsa

On prend bg, b1, b2, 31,52 comme dans la définition de I'[(xz = e €
t ? e1]ea)]. En appliquant 'hypothése d’induction, on obtient ty =
I[e] < to, et on en déduit b < ¢1 et by < t5. Prenons ¢ = 1..2. Si
t; <0, alors s; = 0 et donc 3; < s;. Dans le cas contraire, puisque
{t;} #0,onas = ((z:L),IN]e;]. Mais ¢; £ 0 (car sinon t; < 0),
et donc (x : ¢;),I' I e; : s;. L’hypothese d’induction donne encore
s; < s; dans ce cas. Finalement, on a bien s; @ 39 < s1Vso. O

En combinant les deux lemmes précédents, on obtient le théoréme ci-dessous.

Theoréme 5.33 Soit [ un environnement de typage par schémas et e une ex-
pression. Alors :

{Tle]} ={¢t | L. T <TH)ATFe:t)}

Le corollaire suivant donne un algorithme pour décider si une expression est
bien typée dans un environnement de typage.

Corollaire 5.34 Soit I' un environnement de typage. On peut aussi le voir
comme un environnement de typage par schémas. Alors, pour toute expression
e et tout type t, on a :

F'ke:t < T[] <t

En particulier, l’expression e est bien typée sous l’environnement I si et seule-

ment si {T[e]} # 0.

5.7.4 Interprétation ensembliste des schémas

Nous avons introduit les schémas comme des représentants syntaxiques d’en-
sembles de types assignés a une valeur par le systeme de types. Une vision duale
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consiste a dire qu'un schéma non vide représente un ensemble de valeurs, défini
par :

[t], = n [l
te{t}

Cette définition est cohérente dans le cas ou b est un type. Nous allons voir que
les différents opérateurs que nous avons introduit sur les schémas se comportent
comme on s’y attend d’un point de vue ensembliste. Les propriétés suivantes
sont faciles a établir :

[t ®Ea]y, = [ti]y, x [Eo]y,
[ty @ 2]y, = [ti]y, U [E2],

[t oty = [t]y, N[,

L’ensemble [[t;—s5;]i=1..n],, contient toutes les abstractions dont I'intersec-
tion des types de l'interface est équivalente & A,(t,—s;) ; en particulier, il n’est
jamais vide. On voit alors, par induction sur t, que [t],, =0 <= t <0, et
I'on en déduit t <t <= [t],, C [t],, (cart <t <= (=)t <L0).

Il est intéressant de constater que ces propriétés deviennent fausses en général
si ’on interprete les schémas comme des ensembles d’éléments d’un modele. Par
exemple, dans le modele universel de la Section 4.5, ’ensemble

M [1°

te{t}

est toujours vide pour t = [0—0]. Un élément de cet ensemble serait en effet un
graphe fini f = {(d1,d}),...,(dn,d,)} avec d; € DY. Mais t < =(t—1) dés que
t # 0, donc pour n’importe quel type ¢ non vide, il doit y avoir un couple (d;, Q)
dans f, avec d; dans [[t]]o. Comme on peut construire une infinité de types ¢
deux a deux disjoints, cela est en contradiction avec la finitude de f.

Cela peut sembler contradictoire avec le fait que le modele des valeurs est
équivalent au modele d’amorce, c’est-a-dire que I'interprétation d’un type dans
I'un et dans 'autre sont simultanément vides ou non vides. En fait, nous venons
simplement de mettre en évidence que cette propriété ne se transpose pas aux
schémas, qui sont, intuitivement, des intersections infinies de types. C’est la
raison pour laquelle nous ne mettons pas en avant l'interprétation ensembliste
des schémas dans le formalisme introduit.

5.8 Opérateurs

Le calcul que nous avons introduit est paramétré par un ensemble d’opéra-
teurs O. Pour chaque opérateur o € O, il faut définir :

— une relation binaire A __ou le premier argument est une valeur et le
deuxieme est une expression ou 2 ;

— une relation binaire entre types o : _—_ close par intersection (si o :
t1—s1 et 0 : ta—S9, alors o : (t1At2)—(s1As2)) et telle que o soit bien
typé (Définition 5.14);

— une fonction de typage (Définition 5.28).
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Evidemment, le choix des opérateurs dépend des types de base choisis. Par
exemple, si 'on dispose d’un type de base int qui représente des entiers, nous
aurons probablement un opérateur + avec + : intXint—int.

Nous pouvons cependant définir des opérateurs génériques, qui ne dépendent
pas des types de base choisis. Nous avons déja étudié l'opérateur app. Nous
allons maintenant introduire 'opérateur de premiere projection 7; ('opérateur
7 se traite de méme, évidemment). Sa sémantique est donnée par : (vy,v) oy
et v Q lorsque v n’est pas de la forme (v1,v2). Larelation 771 : _—__ est définie
par le systeme inductif de la Figure 5.4.

(m1%)

Ty - tl—)Sl Ty - tQ—)SQ
Ty - (tlf\tg)—)(sl/\SQ)

Tt (tlxtg)—)tl

(m1A)
1 :t1—>51 T1 th—)SQ
Ty - (t1Vf2)—>(81\/82)

mt—=s t<t s§<s
T t—s

(m1V)

(m1 <)

Fi1G. 5.4 — Axiomatisation du typage de la premiere projection

Lemme 5.35 L’opérateur w1 est bien typé.

Preuve: D’apres le Lemme 5.17, il suffit de considérer la regle
(mx). Sikw:t;xty et v S5 e, il s’agit de montrer que e # Q et
Fe:ti. Or d’apres le Lemme 5.12, si b v : t1Xto, on a v = (vy,v3)
avec - v1 : t1, et la seule réduction possible pour v est v 5 vp. O

Etudions maintenant le typage de lopérateur 71. Nous commencons par
établir ’analogue du Théoreme 4.42. La preuve est plus directe car on peut
interpréter la premiere projection directement dans le modele ED.

Lemme 5.36 Soient t et s deuzr types. Les assertions suivantes sont équiva-
lentes :

(1) m :t—s

(i1) t < sx1 (i.e. : E[t] C[s] x D)

(1) (t <L x1)AV(t1,t2) €m(t). t1 <s

Preuve: La preuve de (i) = (i7) est une induction facile sur la
dérivation de m; : t—s. Prouvons (it) = (i14). Si (t1,t2) € 7(t),
on a t1 Xty < t, ce qui donne ty Xty < sX1, et puisque to %2 0, on
obtient bien t; < s. La preuve de (4i7) = () est analogue & celle
du Théoreme 4.42. O

Corollaire 5.37 Soient t1, to et s trois types. Alors :

Tt Xta—s <= (t1 < 5)V (t2 ~ 0)
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On voit alors facilement que la fonction ;[ ] définie ci-dessous est une
fonction de typage pour my :

V t sit<ix1

m1t] = (t1,t2)Em(t)
Q sinon
T [ti—=sili=1.n =
o 0 Si [t2 S 0
™[t © ] - t; sinon
T [Uil Q [|32} = m [[I:l] © m [U:Q]
1 [Q] =

Lemme 5.38 Le typage de l'opérateur my est exact.

Preuve: Soit t tel que (m : ¢ = 1). On voit que cela signifie
t < 1x1. Posons alors s = m1[t]. On voit facilement que 7 : t—s.
Soit v" une valeur dans s. On peut trouver un couple (t1,t3) € 7(t)
tel que v’ € [t1]. On pose v = (v/, v2) ol vy est une valeur arbitraire
de type t (il en existe car t, n’est pas vide). On a bien v <5 v’. O

5.9 Variante du calcul sans fonctions surchar-
gées

Les A-abstractions du calcul introduit dans ce chapitre représentent des fonc-
tions surchargées : leur interface peut spécifier plusieurs types fleche simulta-
nément. Considérons la restriction syntaxique qui consiste a n’autoriser qu’une
seule fleche. La syntaxe d’une abstraction est alors :

wf(t—s).\z.e

Cette restriction syntaxique est stable par la sémantique. En particulier,
Popérateur d’application n’introduit pas de fonctions surchargée dans un pro-
gramme qui n’en possede pas. On en déduit immédiatement que le résultat de
préservation du typage par réduction est toujours valide dans le calcul restreint.
ment, ne correspond plus a l'inclusion des ensembles de valeurs. Autrement dit,
le Théoreme 5.6 est faux. Voyons pourquoi. Soient tq,ts,s1,S2 quatre types.
Considérons le type (t1—s1)A(t2—s2). Les valeurs de ce type sont les abs-
tractions bien typées de la forme pf(t—s).Ax.e, et qui ont simultanément les
deux types t1—s1 et to— 9, c’est-a-dire telles que t—s < t;—s; pour i = 1..2.
Mais t—s < t;—s; se décompose en (t ~ 0) V (t; < tAs < s;). La condi-
tion est donc équivalente a (t ~ 0) V (t1Via < t A's < s1AS2), ou encore a
t—s < (t1Vta)—(s1As2). Ce raisonnement montre que dans le calcul restreint,
nous avons la propriété :

[(t1—=s1)A(ta—s2)]y, = [(11VE2)—(51A52)],
Or l'on constate facilement que le sous-typage

(t1—>sl)/\(t2—>82) S (t1Vt2)—>(51/\32)
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est faux en général.

Nous allons montrer dans le reste de cette section comment récupérer le
Théoreme 5.6. L’interprétation extensionnelle des fonctions comme des graphes
(relations binaires non déterministes) dans la définition d’un modele est cohé-
rente avec la possibilité de spécifier plusieurs types fleche dans l'interface des
abstractions. Pour retrouver le Théoreme 5.6 dans le calcul restreint, il est néces-
saire de changer cette interprétation. Au lieu d’interpréter les fonctions comme
des graphes, nous allons coller de plus pres au calcul. Nous modifions la défini-
tion d’une interprétation extensionnelle en posant :

ED:=C+ D x D+ P(D)x P(D)

et
X->Y ={XY)|XCX' AY' CY}

Intuitivement, on ne retient des fonctions que leur interface, donnée par un
couple (X,Y), avec X C D,Y C D. L’ensemble X (resp. Y) représente le
domaine (resp. le codomaine) de la fonction. L’interprétation extensionnelle du
type t—s est I'ensemble des « fonctions » (X,Y) avec [t] C X et Y C [s],
c’est-a-dire celles dont l'interface donne une contrainte au moins aussi forte
que le type t—s. Pour étudier la relation de sous-typage que 'on obtient, il
faut adapter le Lemme 4.9. On s’appuie sur deux constatations simples. Tout
d’abord, on observe que :

N x—-Yvi=Jx)— (")
icP icP icP
Cela permet de traiter les intersections. On étudie ensuite I’assertion
X-vyclJxi-v
ieN

Dans le membre gauche, on trouve 1’élément (X,Y"), qui doit donc se trouver
également, si I’assertion est vraie, dans un des X; — Yj, ce qui signifie X; C
X AY CY;. Réciproquement, si (X,Y) € X; — Y; pour un certain i € N, alors
I’assertion est vraie. On en déduit ’analogue du Lemme 4.9 :

Lemme 5.39 Soient (X;)icp, (Xi)ien, (Yi)ier, (Yi)ien quatre familles de par-
ties d’un ensemble D. Alors :

Nxi-vclJx-v

i€eP iEN
<

Jige N. X;, € | xin (Vi €Y,
i€EN i€P

On adapte facilement le reste de la théorie. Par exemple, la condition Ctup
dans la Définition 4.11 devient :

7( i)\( V 7(91)> S

Crun == 30|—0, € N. 01x05€P
< A 7(92)> \7(63) € S

01xX0eP
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Pour construire un modele universel, on se ramene toujours a des ensembles
finis pour représenter les fonctions. On définit X —; Y comme le sous-ensemble
de X — Y constitué des couples (X', Y") avec Y’ fini et X' cofini.

Le Lemme 5.1, qui exprime la disjonction forte des types fleche (une inter-
section est incluse dans une réunion si et seulement si elle est incluse dans un
des termes de la réunion) est toujours valide.

On adapte le typage de I'application, en reprenant la démarche de la Sec-
tion 4.8. Pour un couple (f,z) avec f = (X,Y) € EgunD = P(D) x P(D) et
x € D,on prend (f,z)>ysi (x € X = y €Y). Cela permet de faire marcher le
Théoreme 4.42. Le Corollaire 4.45 devient simplement :

app : t1 Xtg—s <= t; < toy—s

Remarque 5.40 Notre nouvelle définition de X — 'Y ignore le cas particulier
X = 0 (qui donne naissance & la condition to ~ 0 dans le Corollaire 4.45).
Nous aurions pu définir X — Y comme l’ensemble des couples (X', Y"') avec
(X CX'ANY CY')V X =0, pour garder ce cas particulier.

Pour étudier le sous-typage t1 < to—s, nous pouvons mettre en place I’ana-
logue du Lemme 4.37. En plus du domaine, nous pouvons définir le codomaine
d’un type fonctionnel.

Lemme 5.41 Soit t un type tel que t < 0—1. Alors il existe deux types Dom(t)
et Codom(t) tels que :

t1 < Dom(t)

Vi ta. (t S o) < { Codom(t) < to

Ce lemme permet de déduire une fonction de typage pour 'opérateur app
(analogue au Lemme 5.29, avec une preuve plus simple).

Et, évidemment, nous obtenons comme attendu une version du Théoreme 5.6
pour le calcul restreint. La seule modification & apporter se trouve dans le cas
d" € EgunD de la preuve du Lemme 5.11. On dispose d’un type

= N t-otan N -(tiot)

ty—taEP ty oty €N
avec t' <t et t' 2 0. On remarque alors que :
'~ (( V - A m)) AN tiot)
t1—ta€P t1—ta€P ti—to €N

On prend alors une abstraction close et bien typée dont 'unique type fleche de

Vinterface est (V, ., ept1)—=(Ay,or,ep t2), par exemple uf(...).Az. f 2. La
regle (abstr) donne & cette valeur le type t'.
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Chapitre 6
Filtrage

Nous allons étendre le calcul introduit au chapitre précédent avec une opéra-
tion de filtrage par motif (pattern matching). Un motif permet d’extraire et de
nommer une ou plusieurs sous-valeurs d’une valeur en entrée. Les motifs sont,
au méme titre que les types, des objets récursifs, ce qui permet d’exprimer des
extractions & profondeur non bornée.

6.1 Motifs

Nous allons utiliser le formalisme du Chapitre 2 pour définir 'algebre des
motifs. Nous devons donc définir un endofoncteur ensembliste G. Pour un en-
semble Y, nous définissons GY comme ’ensemble des termes engendrés par les
productions ci-dessous :

peEGY == =z x variable
|t teT
| (q1,42) @, 2€Y
| mlp2 p1,p2€GY
I

pi&p2  p1,p2 € GY
(x:=c¢) x variable, c € C

Nous choisissons une G-coalgebre récursive et réguliere P = (P, o). Les élé-
ments de P (resp. P= GP) sont appelés nceuds de motif (resp. expressions de
motif, ou simplement motifs).

Les productions dans la définition du foncteur G introduisent des motifs
appelés respectivement variable, test de type (ou simplement type), produit,
alternative (ou réunion), conjonction (ou intersection), et constante. Notons
que les composantes des motifs produit sont des nceuds de motif et non pas
des motifs, et qu’il s’agit de la seule utilisation possible des nceuds de motif
pour former des motifs : cela permet d’introduire des motifs récursifs, tout
en garantissant que les cycles de récursion sont bien formés (c’est-a-dire qu’ils
croisent un constructeur de motif produit).

Definition 6.1 Un ensemble S de motifs est stable si :
- V(ql,qQ) es. O’(ql) € S,U(QQ) es
~ Vpilp2 €S.p1 € S,p2 €S
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- Vp1&py €S.p1 € S,pp €S

Definition 6.2 Soient p; et py deuz motifs. On dit que ps est accessible depuis
p1 St pa est dans tout ensemble de motifs stable qui contient py.

Lemme 6.3 Soit p un motif. L’ensemble des motifs accessibles depuis p est
stable et fini.

| Preuve: Conséquence de la régularité de la coalgebre P. a

Remarque 6.4 La notion d’ensemble stable et fini joue, pour les motifs, un
role similaire a celle de socle pour les types, a savoir borner par ensemble fini
l’ensemble des objets potentiellement manipulés par les algorithmes, ce qui as-
sure leur terminaison.

Definition 6.5 Soit p un motif. On définit ['ensemble des variables de p,
noté Var(p), par :

Var(p) = {x | = accessible depuis p} U{x | (z := ¢) accessible depuis p}

Definition 6.6 Un motif p est bien formé s: :
— pour tout motif p1|ps accessible depuis p : Var(p1) = Var(p2) ;
— pour tout motif p1&ps accessible depuis p : Var(py) N Var(pz) = 0.

Notons qu’aucune condition de bonne formation ne contraint les ensembles
de variables Var(o(q1)) et Var(o(gz2)) dans un motif (g1, g2).

6.2 Sémantique

Pour définir la sémantique des motifs, nous nous plagons dans un modele
structurel [_]] : T — P(D) (Définition 4.4). Pour un élément d de D et un motif
p, nous notons d/p le résultat de p appliqué & d; c’est soit une fonction v de
Var(p) dans D, soit Q (qui représente 1’échec du filtrage de d par p). Nous utili-
sons la lettre r pour désigner un tel résultat. La Figure 6.1 donne une définition
de d/p, par induction sur le couple (d, p) ordonné lexicographiquement.

La méme variable de capture x peut apparaitre dans les deux nceuds de
motif d’un motif produit (g1, ¢2). Si ce motif réussit sur un élément (d;, dz), nous
obtenons un résultat d} pour x par ¢; appliqué a d; et un autre résultat d, pour
x par ¢ appliqué a ds. D’apres la définition de I'opérateur @, la sémantique est
alors de construire le résultat (d}, d5) pour z. Cette sémantique nous permettra
d’exprimer la capture de sous-séquences pour un encodage des séquences sous
forme de couples imbriqués (Section 10.3).

6.3 Typage

Pour typer un motif bien formé p, nous devons calculer d’une part le type
accepté par p (qui représente 'ensemble des valeurs qui ne font pas échouer p), et
d’autre part le type du résultat par p pour un type d’entrée ¢ (un environnement
qui associe a chaque variable de capture € Var(p) un type qui représente
Pensemble des valeurs que 'on peut obtenir en appliquant p & une valeur de ).
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d/x = {x{'—}> d} et
side |t
dft = 1 Q side [~
Af(q.g) = ?21/0(111) © da/o(q2)
d/pilp2 = d/p1|d/p2
d/pi&py = d/p1 Dd/ps
df(x:=¢c) = {zrc}
|r = 9
Qlr = r
Qdr = 0
r® QN = Q
@y = {z— )|z € Dom(yi)\Dom(y2)}
U {z+— 72(z) | 2 € Dom(y2)\Dom(v1)}
U

{z = (n(z),72(2)) [ 2 € Dom(y1) N Dom(yz)}

sid= (dhdg)

sinon

Fia. 6.1 — Sémantique du filtrage

Definition 6.7 Pour un motif p, on note (p) l’ensemble des éléments du modéle

acceptés par p :

(p) ={de D |v/p+#Q}

Lemme 6.8 On a les égalités suivantes :

() = D

() = [t

((q1,92)) = (o(q)) x (o(g2))
(p1|p2) = (p1) U (p2)
(p1&pa) = (p1) N (p2)
((x:=¢)) = D

Preuve: C’est immédiat en utilisant la définition de la Figure 6.1.

O

Theoréme 6.9 Pour tout motif p, on peut calculer un type |p§ indépendant du

modeéle, tel que :

[lpS1 = (v

dans les types, telle que :

Preuve: Nous allons en fait construire une fonction {__{ des motifs

[€3)
)

l(z

Uq,q2)§ =
zp1|p25 =
Zpl&mg =
=a)f =

1

t

lo(qr) § x 1 o(g2)S
lp1 SV Up2f

}lpl SATp2f
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Definition 6.10 Soit p un motif bien formé, t un type tel que t < (pf, et x une

Si 1_§ vérifie ces équations, alors [[|__[] vérifie trivialement les
mémes équations que (_) dans le lemme ci-dessus. Une induction
sur le couple (d,p) (ordonné lexicographiquement) montre alors
que d € [{pf] < d € (p) pour tout d € D et tout motif p.

Pour construire la fonction {__{, nous utilisons la technique dé-
veloppée a la Section 2.4.3. 1l s’agit de définir un transfert entre
la signature G des motifs, et la signature B o F' des types. Nous
avons vu qu’il suffit pour cela de définir une transformation natu-
relle 8: G — Bo F(T + _). Pour un ensemble Y, et p € GY', nous
définissons Sy (p) par induction sur p :

By () =1

By (t) =1

By ((q1,42)) = @ixqe

By (p1lp2) = By (p1)VPBy(p2)
By (p1&p2) = By (p1)ABy (p2)
By((x:=¢) = 1

Les membres droit de ces équations sont bien dans Bo F(T +Y)
(en utilisant 'inclusion implicite @ : F(Y) — Bo F(Y)). On peut
alors appliquer le Théoreme 2.35, et I'on obtient une fonction {_§
qui vérifie les équations attendues. |

variable de p. On pose :

Lemme 6.11 Dans les équations ci-dessous, lorsque le membre gauche est bien

(t/p)(x) = {(d/p)(z) | d € [t]}

défini, alors le membre droit l’est aussi, et l’égalité est vraie :

(t)z)(x) = [t

(mi[t]fo(qu))(x) six € Var(o(q))\ Var(o(gz))
(mat]fo(g2))(x)  six € Var(o(gz2))\ Var(o(q1))

/(@)= = U (fol@)@) x (t2)o(e)@)

(t/ (p1lp2))(x)

(t],tQ)ETI'(t)
st x € Var(o(gz)) N Var(o(q1))

((tA Zpﬂg//pl)(w) U ((A\ Tp1f)/p2) ()

() (p1&p2))(z) = (t)p1)(x) six € Var(pr)

(t)p2)(x) siz € Var(ps)
sit#0

=)@ = { i @120

Rappelons que 'opérateur [ ] sur les types a été défini par :

’/Tl[t] = V tl

(ti,t2)€m(t)

L’opérateur ma[ ] est défini de maniére analogue.
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Theoréme 6.12 Soit p un motif bien formé et t un type tel que t < {pf. Alors
on peut calculer un environnement de typage (t/p) : Var(p) — ZA“, qui ne dépend
que de la classe d’équivalence du modéle (c’est-a-dire de la relation de sous-
typage induite) tel que :

vz € Var(p). [(t/p)(x)] = (t/p)(x)

Preuve: Fixons z. Soit S I'ensemble (fini) des motifs accessibles
depuis p et dont x est une variable. Soit 3 un socle qui contient ¢,
ainsi que tous les |p'{ pour p’ € S. Posons :

V=A[t\p] |t e p st <P}

(nous utilisons [/, p'] pour désigner simplement le couple (¢',p’)
tout en évitant de surcharger les équations avec des parentheses
toutes semblables). Définissons un systeéme Vx (Définition 4.47),
c’est-a-dire une fonction ¢ : V. — Py (V+V x V + T):

o([t', 2]) = {t"}

{[m[t'], o(a)]}

( S[;’T E(V%U(m))\Var(J(qz))
o([t', (q1,2)]) = 2six7EC\I?ar(a(qz))\V&Y(U(Ch))

{([tr,0(q)], [t2, 0(q2)]) | (t1,t2) € ()}
si € Var(o(g2)) N Var(o(q1))

o([t';palpa]) = {[t’/\}pﬂ?m];_[t’\"&pﬂ’pz}}
ot = 4 f ) 3 S
ol =) = | i ALFD

On voit que ce systeme ne dépend que de la classe d’équivalence
du modele (& cause de la définition de V, et aussi des opérateurs
7, T, T2, il n’est pas complétement indépendant du modele).

D’apres le lemme précédent, si Uon pose p([t',p']) = (¢ Jp")(x),
alors p est un point fixe de 'opérateur $ (Définition 4.48). Nous
allons montrer qu’il s’agit de son plus petit point fixe. Il s’agit de
montrer que pour tout point fixe pg, on a :

VIt 'l e V. (' )p)(x) C po([t', p'])

Cela s’écrit :
vt',p'l € V.vd € [t']. (d/p')(x) € po([t',p])

Cette propriété se prouve par induction sur le couple (d,p’) (si-
multanément pour tous les t'), en distinguant suivant la forme
de p’. Considérons par exemple le cas p' = (q1,q2), avec © €
Var(o(g1)\Var(o(g2)). Puisque d € [¢] et ' < 1p'S ~ lo(ar) §
x {o(q2)f, élément d est forcément un couple (dy,dz). On a :

(d/p")(z) = (di/o(q1))(x)
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et

po([t',P']) = (po)([t',P']) = po([mi[t'], o(q1)])
Or dy € [m[t']], et di est strictement plus petit que d, donc on
peut appliquer 'hypothese d’induction au couple (di,0(q1)); elle
donne (d1/0(q1))(z) € po([m1[t'], o(q1)]), ce qui permet de conclure.
Tous les autres cas se traitent de maniere similaire, en utilisant la
sémantique du filtrage et le fait que pg est un point fixe de ¢.

Le Théoreme 4.49 permet de construire des types qui repré-
sentent le plus petit point fixe du systeme donné par ¢. On note
(t'/p")(z) ces types, et ils vérifient la propriété donnée dans I’énoncé
du théoreme. O

Remarque 6.13 En pratique, le systéme d’équations VX introduit dans la preuve
du théoréme est construit de maniére paresseuse : seuls les couples [t', p'] effec-
tivement accessibles sont considérés. On peut également utiliser des simplifica-
tions justifiées par les définitions ensemblistes, par exemple en prenant O pour
o([t',p']) lorsque t' ~ 0 (car alors (t' J/p’)(x) =0).

Lemme 6.14 Soit p un motif bien formé et x une variable de p. Alors la fonc-
tion t — (t/p)(x) est croissante et commute avec l'opérateur V :

Vir,ta < 1p . (t1Via/p)(x) ~ (t1/p)(x)V (t2/p)(x)

Preuve: C’est immédiat, compte-tenu de la définition sémantique

de (t//p)(x). O

6.4 Extension du calcul

Nous pouvons maintenant étendre le calcul introduit au Chapitre 5 avec une
opération de filtrage par motifs.
Nous ajoutons une construction dans la syntaxe des expressions :

e = ...
| match e with p; —e1 | p2 — €2

ou p; et po désignent des motifs bien formés. Les variables de p; sont considérées
comme étant liées dans e;. On définit donc fv(match e with p; — e | pa — e2)
comme

fv(e) U (fv(er)\Var(p1)) U (fv(ez)\Var(p2))

Intuitivement, cette expression se comporte de la maniere suivante : I’'expres-
sion e est évaluée en une valeur v. Si le motif p; accepte cette valeur, I'expression
ey est alors évaluée, dans ’environnement résultant du filtrage de v par p;. Si-
non, l’expression ey est évaluée, dans ’environnement résultant du filtrage de v
par pg, qui doit nécessairement réussir. Ce sera le role du systeme de types de
garantir cette propriété (exhaustivité du filtrage), et aussi de calculer le type
pour les variables liées par le motif p; dans e;.

Cette nouvelle construction est en fait une généralisation du test de type
dynamique. En effet, on peut encoder l'expression (z = e € t ? ejles) en
match e with (z&t) — e | (v&—t) — ea.
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Typage Nous prenons comme modele d’amorce le modele structurel utilisé
jusqu’ici dans ce chapitre.
La regle de typage associée a la nouvelle construction est :

I'ke:ty

to < lp1 §V 1p2f Vi—1.9 s;i =0 sit; ~0
tl = to/\zplj oo (tl/pl),].—‘ F €; . S; si ti ;£ 0
to =to\ | p1

match
'+ match e with p; — e | p2 — ea : 51Vso ( )

Toutes les propriétés syntaxiques du systeme de types s’étendent sans pro-
bléme, en particulier le Théoreme 5.6.

Sémantique On dispose du modele structurel des valeurs [ ], : T — PV).
Pour toute valeur v et tout motif bien formé p, on peut calculer v/p, qui est soit
Q, soit une fonction de Var(p) dans V (que l'on voit comme une substitution).

Cela permet de définir la sémantique opérationnelle du filtrage. On étend les
contextes d’évaluation pour autoriser a réduire I’expression filtrée :

Cl] ==

| match [] with p; — e | p2 — e
Et 'on ajoute les régles de réduction ci-dessous :

v/p1 #

match v with p; — e | P2 — €3~ el[U/pl]
v/pr =0 v/ps #Q
match v with p; — ¢ | P2 — €2~ 62[71/1)2}

v/p1 = v/p2 =1
match v with p; —e1 | p2 — ex~ Q

Streté Le modele des valeurs étant équivalent au modele d’amorce, nous pou-
vons donner une interprétation des opérateurs de typage des motifs en termes
de valeurs.

Lemme 6.15 Soit p un motif bien formé et v une valeur. Alors :

v/p#Q <= Fv:pf

Lemme 6.16 Soit p un motif bien formé, t un type tel que t < [pf, = une
variable de p, et v une valeur. Alors :

G (Fo ) A (/) (@) =) = Fo:(t/p)(x)

On en déduit facilement un théoreme de préservation du typage par réduc-
tion.

Remarque 6.17 A ce point, on pourrait se demander pourquoi nous n’avons
pas directement choisi de travailler dans le modéle des valeurs pour définir les
opérateurs de typage des motifs, ce qui aurait eu pour effet de remplacer les
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deux lemmes ci-dessus par des définitions. La raison est simple : la définition du
modeéle des valeurs suppose d’avoir défini le systéeme de types, et celui-ci utilise
ces opérateurs de typage. On peut noter également que le modéle des valeurs du
Chapitre 5 n’est pas identique a celui du calcul étudié dans ce chapitre, car les
valeurs ne sont pas les mémes (dans le corps d’une abstraction, une valeur peut
utiliser la nouvelle construction de filtrage).

Inférence de types L’approche de la Section 5.7 s’étend sans probleme pour
traiter la nouvelle construction.

Lemme 6.18 Pour tout motif p et tout schéma t tel que t < 1pf, et toute
variable x de p, on peut calculer un schéma ((t/p))(x) tel que :

Vs, (F/p)(@) < s <= 3t € <) A((t/p))(a) < 9)

Preuve: On définit (t/p)(z) pour tout motif t tel que t < {pf
par induction sur le triplet (#t, p, t) ordonné lexicographiquement,
ol #U représente le nombre maximal de constructeurs ® imbri-
qués dans b. Souvenons nous que d’apres le Lemme 5.26, nous
avons #(tp ® t) < #L. Nous nous laissons ensuite guider par le
Lemme 6.11. Les équations ci-dessous traitent tous les cas, et elles
sont bien fondées pour 'induction sur le triplet (#€,p, ).

(t/z)(z) =t
(t/(q1,q2))(z) = (t/(q1,492))(z) (vu comme un schéma)
(L @b)/(q1,0))(x) = (Ei/(q1,92))(2) @ (b2/(q1,92))(2)
(t1/o(q1)) ()
si ¢ € Var(o(¢q1))\Var(o(gz2))

@ew/me)e = 3 @I Vet
(C1/o(q))(@) @ (t2/o(q2))(x)
si x € Var(o(¢q1)) N Var(o(g2))
(t/p1|p2)(z) = ((Ipr Jot)/p1)(z)©
(= 1pif) ©B)/p2)(2)

ndepn)) = [l e Yl
/(@ = )(@) R e

On établit alors facilement que chaque cas de cette définition in-
ductive préserve la propriété de I’énoncé. Considérons par exemple
le cas p = p1|p2. Soit s un type. On a :

(t/p1lp2)(z) <

(11 § 08)/p1)@) < s
B o oy s
t1 > (p1) OC. (t1/p
T lEer zng%@it 22)//192)( )<
p1 Yy At1)/p1 <s
= Fh2t { (= 1P §)As)/p2) (@) < s
— 3t>t (t/pilp2)(z) < s
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Pour la derniere équivalence, on prend ¢ = t;Ats pour I'implication
= et t; = to = ¢ pour I'implication <. Les autres cas se traitent
d’une maniére similaire. O

Nous pouvons alors définir le cas manquant dans la définition de ’algorithme
de typage (Figure 5.3) :

[match e with p; — e | po — e2] =81 @59
[to = [6}
b1 == 1p1 J Lo
oy 4 = 0lm)) otk
((&:/pi),T)[es] siti £0,L < (pif
sii=14 0 sit; <0 (i =1.2)

L’analogue du Théoréme 5.33 se prouve facilement.

Filtrage a n branches Nous avons choisi d’introduire un filtrage a deux
branches pour simplifier les notations. Il n’y a aucun probléme & considérer un
filtrage & n branches (avec n > 1). En fait, nous pouvons encoder le filtrage
a n branches dans celui a deux branches sans perdre de précision en terme de
typage. Pour n = 1, nous posons :

match e with p; — e; :=match e with p; —e1 | p1 — €1
Et pour n > 3, nous posons :
match e with p; — e | ...:=match e with p; — e; |2 — match z with ...

(x est une variable fraiche)

6.5 Normalisation

Dans cette section, nous montrons comment ’approche catégorique utilisée
pour définir la G-coalgebre P = (P, o) permet d’exprimer des transformations de
motifs qui préservent leur sémantique. Dans cette section, nous ne considérons
que des motifs bien formés.

Definition 6.19 Sip et p’ sont deux motifs, on note p ~ p’ si Var(p) = Var(p')
et v/p =v/p" pour toute valeur v. Si q et ¢’ sont deuzr neeuds de motifs, on note

q=~q" poura(q) ~o(q).

6.5.1 Méthode

Nous considérons une spécification de normalisation donnée par une res-
triction de G, c’est-a-dire un endofoncteur ensembliste G’ tel que, pour tout
ensemble X, on a G'X C GX et pour toute fonction f: X — Y, G'f est la
restriction de G f. On suppose également que si X C Y, alors GXNG'Y C G'X.
Intuitivement, le foncteur G’ impose certaines contraintes sur la structure des
motifs. Evidemment, ces contraintes doivent s’appliquer récursivement aux o(q)
pour les nceuds de motifs ¢ qui apparaissent dans les motifs considérés.
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Pour une G-coalgeébre P’ = (P’,0’), nous appelons G’-base une partie finie
B C P’ telle que o/(B) C G'B (c’est a fortiori une base). Les motifs qui sont
éléments de G'B pour une certaine G’-base de P sont appelés G-motifs. Nous
cherchons a calculer pour tout motif p un G’-motif ¢(p) tel que p ~ ¢(p). Cette
équivalence se prouve de maniere coinductive par rapport aux motifs, ce qui
rend une preuve directe assez pénible. Le formalisme que nous introduisons
dans cette section permet de factoriser ce raisonnement coinductif. La section
suivante donne un exemple d’application : on verra que la preuve se ramene alors
a une simple induction qui utilise des propriétés algébriques de I’équivalence ~.

Voici comment procéder pour construire la fonction ¢. On se donne une
fonction de normalisation N qui associe & un motif p un nouveau motif N(p)
qui vérifie les contraintes de G’, mais qui est construit sur des nceuds non pas
de P, mais d’un autre ensemble P’. Formellement, N est une fonction GP —
G'P'. Elle effectue la transformation attendue au niveau supérieur. Elle sera
en général définie par induction sur p. Pour pouvoir « revenir » dans P, on
se donne également une fonction f : P’ — P, qui définit en quelque sorte
la « sémantique » des éléments de P’. La correction de la transformation N
s’exprime par : R

Vpe P.GfoN(p)~p

et cette propriété se prouve par induction sur p.

On pose alors ¢/ = N oo o f, ce qui définit une G-coalgebre P’ = (P’ d’).
Nous supposons que cette coalgebre est réguliere. Intuitivement, cela signifie
que si l'on itére la fonction N, on ne rencontre qu’un nombre fini de nceuds
différents dans P’.

Cette hypothese de régularité garantit (Théoreéme 2.33) Iexistence d’un mor-
phisme de G-coalgebres @ : P’ — P. Nous prenons alors ¢ = G®oN : GP — GP.

Nous allons prouver que pour tout motif p, ¢(p) est un G’-motif et ¢(p) ~ p,
comme attendu.

Voyons tout d’abord que ¢(p) est un G’-motif. Toute base B de P’ est une
G'-base (car o/(B) CGB et ¢/(B) = N(oco f(B)) CG'P',et GBNG'P' CG'B
d’apres Phypothese sur G7), et elle est envoyée par le morphisme ® sur une G-
base de P (car o(®(B)) = G®(¢'(B)) C G®(G'B) C G'(®(B))). Ainsi, tous les
GO (p') pour p' € G’ P’ sont des G'-motifs, et ¢(p) est bien de cette forme (avec
p' = N(p))

11 reste & établir que ¢(p) ~ p pour tout motif p, c’est-a-dire :

Yo.¥p. v/(G® o N(p)) =v/p

Nous allons prouver cette assertion par induction sur v. Soit donc v une valeur.
Par hypothese, on sait que v/p = v/(Gf o N(p)). Il suffit donc de prouver que
pour tout p’ € G'P’' : v/GP®(p’) = v/Gf(p'). On raisonne alors par induction
(locale) sur p’. La fonctorialité de G et la compositionalité de la sémantique
du filtrage permettent de traiter trivialement tous les cas sauf celui d’un motif
couple p" = (q1,¢3) avec q; € P'. On a GO(p') = (2(q1), ®(qz)) et Gf(Y) =
(f(q4), f(gh)). Sila valeur v n’est pas un couple, les deux membres valent alors
Q. Siv = (v1,v2), il suffit de voir que v;/0(®(q})) = v;/o(f(¢;)) pour i = 1,2.
Or o(®(q})) = GPoo’'(q;) (P est un morphisme de G-coalgebres) et o’(¢}) = No
oo f(q}). Posons p; = oo f(q;). Il s’agit ainsi de prouver que v;/(G® o N(p;)) =
v;/pi, ce que donne 'hypothese d’induction globale, appliquée aux valeurs v; et
Vo.
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6.5.2 Elimination de l’intersection

Nous illustrons la formalisme introduit ci-dessus par I’exemple suivant : nous
voulons mettre les motifs dans une forme normale, ou les tests de type sont
restreints & des types ¢ avec tAlprod =~ 0 (00 Iproa = 1X1) et ol les motifs
intersection & sont éliminés (sauf ceux nécessaires pour exprimer la capture).

Définissons ’endofoncteur ensembliste G’ qui capture ces contraintes. On
pose :

pe @Y = x&p
| (z:=c)&p
| t t < _']]-prod
| p1lp2 p1,p2 € GY
| (91, 92) q,92 €Y

Ce foncteur vérifie les hypothéses de la section précédente. Pour I’ensemble P/,
Nnous prenons :

P ={(t,5) | teT,S e P;P)}

Nous notons q les éléments de P’. La fonction f : P’ — P donne son sens
intuitif aux éléments de P’. Pour un élément q = (¢,S) avec S = {q1,.-.,qn},
nous posons f(g) = g ou g est choisi de sorte que o(q) = t&o(q1)& ... &0 (gn)
(un tel nceud de motif existe car P est récursive). Posons g =g o f.

Nous avons une notion naturelle d’intersection sur P’; si q = (¢,5) et ¢’ =
(t,5"), nous posons :

a1 N gz = (t1At2, S1 U S)

On a clairement : g(g1 Ngz2) ~ g(a1)&g(a2).
On définit également un opérateur d’intersection sur G’P’ (lorsque qu’au-
cune reégle ne permet de définir p N p’, on pose pNp' =p' Np) :

(z&p) Np’ = z&(pNyp’)
((z = c)&p) Np’ = (z:=c)&(pnp’)
(p1lp2) N’ = (pnp)l(p2nyp)

tnt = A
tm((tlvsl)ﬂ(t2;52)) ((®751)7(®752))
(g1,02) N (0}, 05) (g1 N @Y, 02 Na))

On voit facilement, en déroulant ces définitions, que si p,p’ € G'P’, alors G’ f (pN

p) > G f(p&G'f().

Remarque 6.20 Pour le cas t N (g1, 02), il s’agit de calculer un motif p qui
échoue toujours ({p§ ~ 0), mais qui préserve l'ensemble des variables (pour pré-
server la bonne formation des motifs). Nous aurions tout aussi bien pu prendre
le motif x1& ... x,&0, ou {z; | i = 1..n} = Var((a1,q2)).

Nous pouvons alors définir la traduction N : GP — G'P’, par une simple
induction sur les motifs. Pour un type ¢, nous notons q(t) I'élément (¢,0) € P’ de
sorte que ¢g(g(t)) ~ t. De méme, pour un nceud de motif ¢ € P, nous notons q(q)
I'élément (1,{q}) € P’, de sorte que g(g(q)) =~ o(g). Pour un type ¢t < lprod,
nous choisissons un ordre d’énumération des éléments de 7(t).
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=

(t) = ((\Lproa) | (a(t1)a(t2)) | .- | (a(t}),a(t3))
olt T(tALlproa) = {(t},13) | i =1. n}

(2) = z&N(1)

((x:=¢) = (z:=c)&N(1)

E(Q17(J2)) (a(g1),a(q2))

N(

2222

101|P2) = N(pl) | N(pz)
m&p2) = N(p1) N N(pz2)

Une induction sur p donne immédiatement G f(N(p)) ~ p pour tout p. Pour
appliquer la construction de la section précédente, il ne reste donc plus qu’a
vérifier que la G-coalgebre P’ = (P’, N o o o f) est réguliere. Il suffit de vérifier
que pour toute base B de P, et tout socle 3 qui contient au moins Lprod,
le sous-ensemble B5 = 1 x Ps(B) est une base de P’ (en effet, tout élément
de P’ est dans un tel BS). Or si g € B4, on voit, d’apreés la définition de f
que g(q) est dans GB et que le seul type qui apparait dedans est dans 3. On
prouve alors facilement par induction sur p que si p € GB et que tous les types
qui apparaissent dedans sont dans 3, alors N(p) € G'(B5), ce qui permet de
conclure. Pour le cas p = p1&p», on utilise le fait que G'(B%) est stable pour
lopérateur binaire N.
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Deuxieme partie

Aspects algorithmiques
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Chapitre 7

Algorithme de sous-typage

Dans ce chapitre, nous nous intéressons a l’aspect algorithmique de la rela-
tion de sous-typage induite par les modeles universels (Section 4.5).

Nous ramenons 'étude du sous-typage a celle du test de vide, en utilisant
Iéquivalence t; < to <= [t1\t2] = 0. Nous modularisons la présentation de
’algorithme de sous-typage en exprimant le prédicat unaire [_] # @) sous forme
inductive, c’est-a-dire comme le plus petit point fixe d’un opérateur monotone, et
en étudiant séparément le calcul de ce genre de prédicats. Cette modularisation
permet de séparer les difficultés et d’optimiser séparément les deux étapes. La
Section 7.1 introduit le formalisme sous-jacent et deux algorithmes de calcul, la
Section 7.2 montre comment déduire de la définition des modeles universels la
définition d’un opérateur monotone dont le prédicat [_] # () est le plus petit
point fixe, et la Section 7.3 présente des variantes et des optimisations sur la
définition de cet opérateur.

7.1 Calcul d’un prédicat inductif

Dans cette section, nous travaillons avec un ensemble fini 3 de variables,
notées ¢, ', .. .. Nous notons B = {0, 1}. Les opérateurs binaires V, A sont définis
naturellement sur B, ainsi que la relation d’ordre 0 < 1.

7.1.1 Formules, systémes, induction

Definition 7.1 Une formule est un terme engendré par les productions ci-
dessous :

Gu=t|0|1]d1Vaa|d1Aodo

L’ensemble des formules est noté F.

Definition 7.2 Une congruence est une fonction p : F — B telle que p(0) =

0, p(1) =1, p(d1V ¢2) = p(d1) V p(d2), p(d1 A d2) = p(¢1) A p(d2). On identifie

les congruences aux fonctions 3 — B.

Definition 7.3 Un systéme S est un ensemble de contraintes de la forme
(¢ = t). Pour une congruence p, on note p £ S lorsque p(¢) < p(t) pour toute
contrainte (¢ = t) de S.
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Definition 7.4 Pour un systéeme S et une formule ¢, on écrit S E ¢ lorsque :

VpE S p(¢) =1

On étend cette notation & un ensemble de formules : S F {¢1,...,¢n} —
Vi. S E ¢;. Si.S et S sont deux systémes, on écrit S ~ S’ pour :Vp. SE ¢ <
S'E ¢.

Nous voulons calculer ce jugement S F ¢. Nous commengons par donner
une présentation alternative sous forme axiomatique, qui, a défaut de donner
directement un algorithme, permet d’observer toutes les propriétés dont on aura
besoin sur F.

Definition 7.5 On définit le jugement S = ¢ par le systeme inductif ci-dessous :
Sk¢ (p=t)e S
Skt SkH1

St ¢ SF oo Sko¢r Sk ¢
S|_¢1V¢2 S"gﬁl\/d)g S"Qﬁl/\d)g

On définit une fonction [S] : F — B par :

[S](¢) =1 <= St¢
Lemme 7.6 La fonction [S] est une congruence et [S] E S.

Preuve: Pour voir que [S] est une congruence, il suffit d’inspecter
les régles qui définissent le jugement . Prouvons que [S] E S. Soit
(¢ = t) une contrainte de S. Supposons [S](¢) = 1. Cela signifie
que S+ ¢. En appliquant une regle, on obtient S ¢, c’est-a-dire
[S](t) = 1. On a bien prouvé que [S](¢) < [S](?). O

Theoréme 7.7 Pour tout systéme S et toute formule ¢, on a :
SkF¢ < SE¢

Preuve: Supposons que S F ¢, c’est-a-dire Vp E S. p(¢) = 1. En

prenant p = [S], on obtient [S](¢) = 1, c’est-a-dire S+ ¢.
L’implication S + ¢ = S F ¢ se prouve par induction sur la

dérivation de S F ¢. Tous les cas sont faciles. ]

La définition axiomatique du jugement ne donne pas directement un algo-
rithme; en effet, si l'on essaie de construire une dérivation pour S F ¢, il se
peut que 'on retombe sur le méme jugement, et que ’on essaie de construire
une dérivation infinie.

Definition 7.8 On définit le jugement S, N & ¢, ot S est un systéme, N un
ensemble de variables et ¢ une formule par le systéme inductif :
SSNU{t}F¢ (p=t)eS t¢N
SNt S,NF1
S, N F ¢ S, N ¢o SSNFE¢1 S,NFE ¢
S,NE@1Voa S,NE 1V S, N F 1N
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L’ensemble N permet de « bloquer » la construction des dérivations, en
empéchant de dérouler plusieurs fois la méme variable sur une branche.

On voit que les dérivations pour le jugement S, () - ¢ correspondent bijecti-
vement et naturellement aux dérivations pour S F ¢ qui n’utilisent pas deux fois
la méme variable sur la méme branche. Or si S' - ¢, il existe toujours une telle
dérivation : il suffit de considérer une dérivation de taille minimale. En effet,
une dérivation qui utilise la méme variable deux fois sur la méme branche peut
étre « court-circuitée » pour obtenir une dérivation strictement plus petite. De
méme, on voit que les dérivations pour le jugement S, N F ¢ correspondent aux
dérivations pour le jugement Sy, 0+ ¢, ou Sy ={(¢ =¢) € S|t & N}.

Theoréme 7.9 Pour tout systéme S, toute formule ¢ et N C 3 :
SSNFE¢ < Syt ¢

En particulier :

S, 0F¢ <— Sk ¢

Pour un systeme S fini, la définition du jugement S, N F ¢ donne bien un
algorithme non déterministe (qui termine).

Lemme 7.10 Soit S un systéme et (¢ = t) une contrainte. Alors :
SHo=S~SU{(¢=1)}

Preuve: Notons S’ = SU{(¢ = t)}. On a clairement [S] < [S] car
S C S Posons p=[5].Onapk {(¢p=1t)} car S F ¢, c’est-a-dire
p(¢) = 0. En combinant cela avec p E S, on obtient p F S’; et donc
[S] < »p. 0

Lemme 7.11 Soit S un systéme et N C 1. Alors :

te N=SyHt

‘ Preuve: Evident, avec la définition axiomatique de Sy F t. O

7.1.2 Cache

Dans cette section, nous présentons un algorithme de calcul de [S] qui garde
soigneusement trace des résultats intermédiaires pour éviter des calculs inutiles.
Nous supposons que le systeme S est donné par une fonction ® des variables
dans les formules :

S={(®(t)=1t)|ted}

Présentation informelle L’algorithme maintient deux ensembles disjoints
N et P de variables. Les variables ¢ dans P sont celles pour lesquelles I’algo-
rithme a déja établi [S](¢) = 1 de maniere stre. L’ensemble N joue un réle
similaire a celui qu’il joue dans la définition du prédicat S, N ¢ de la section
précédente : il garde trace des variables t qui ont déja été considérées, et que
I’on s’interdit de dérouler de nouveau, pour éviter une récursion infinie. Lorsque
lalgorithme considére une variable ¢ qui est dans N (resp. dans P), il répond
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immédiatement 0 (resp. 1). Sinon, il ajoute temporairement ¢t & N et commence
a évaluer la formule ®(¢). Si le résultat est 0, ’algorithme renvoie 0 pour ¢ ; mais
contrairement au prédicat S, N ¢ de la section précédente, I’algorithme laisse
alors t dans N, ainsi que toutes les autres variables qui y ont été ajoutées lors
du calcul de ®(t). Si le résultat du calcul de ®(t) est 1, I’algorithme renvoie bien
entendu 1 pour ¢, qu’il ajoute a P et qu’il enleve de N. Mais il doit également
supprimer de N toutes les variables qui y ont été ajoutées lors du calcul de
®(t). En effet, ces variables t' sont celles pour lesquelles 1’algorithme a cru avoir
prouvé [S](t') = 0, en supposant, & tort, que [S](t) = 0, ce qui s’avere faux.

Présentation formelle La Figure 7.1 définit un algorithme pour calculer une
fonction eval(¢p, N, P) ol ¢ est une formule, N, P C 3, NN P = (. Le résultat
est un triplet (e, N', P’), avec e € B, et N',P" C 3, N C N, P C P, et
N' NP =0.

eval(t, N, P) :=
if t € P then (1,N,P)
else if t € N then (0,N,P)
else match eval(®(t),N U {t},P) with
| (O,N’,P") — (0,N’,P")
| (,N,P") — (1,N,P" U {t})
eval(gpr A ¢, N,P) :=
match eval(¢y, N, P) with
| (O,N',P") — (O,N', P")
| (1, N',P") — eval(¢y,N',P")
eval(py V ¢, N,P) :=
match eval(¢y, N, P) with
| (O,N’,P") — eval(gy,N',P")
| (1,N',P) — (1,N', P")
eval(0,N,P) := (0O,N,P)
eval(1,N,P) := (1, N,P)

F1a. 7.1 — Algorithme avec cache

Theoréme 7.12 (Terminaison) L’algorithme donné d la Figure 7.1 termine.

Preuve: Induction sur le couple (IV,¢) ordonné lexicographique-
ment, avec N/ < N <= N C N’ (ordre bien fondé car 3 est fini).
O

Remarque 7.13 On pourrait croire que si eval(¢, N, P) = (1, N', P'), alors
N’ = N, ce qui permettrait de remplacer l’expression de retour (1, N, P" U {t})
dans la derniére ligne de la définition de eval(t, N, P) par (1, N'\{t}, P"U{t}).
Cela est fauzx a cause du cas 1V @2, car le premier appel récursif peut renvoyer
(0, N, P"), avec N C N'.

Pour retrouver N & partir de N', il ne suffit donc pas de supprimer ’élément
t : il peut étre nécessaire de supprimer un nombre a priori quelconque d’éléments.
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On pose :
S(N,P)={2(t)=t|tZ¢N}U{l=¢t]|te P}

Ce systeme capture I'invariant courant de ’algorithme : les implications ®(t) =
t avec t dans N ne sont pas prises en compte (parce que 'on suppose que la
valeur de vérité de ¢ est 0), et les variables ¢t dans P sont supposées avec une
valeur de vérité 1, ce qui se traduit par des contraintes 1 = t.

Theoréeme 7.14 (Invariant) Si eval(¢, N, P) = (¢, N', P') avec € € {0,1},
alors : S(N,P) ~ S(N',P’") et [S(N,P)](¢) =e.

Preuve: La preuve se fait par induction, en utilisant naturellement
le méme ordre que pour la preuve de terminaison.
Cas ¢ =t :sit € P, alors clairement S(N,P) F t. Sit € N, alors
S(N, P) E t en utilisant le Lemme 7.11. Supposons maintenant ¢ ¢
PUN, et posons (¢, N', P') = eval(®(t), NU{t}, P). Par induction,
ona:S(NU{t},P)=S(N',P), [S(NU{t}, P)[(®(t)) =e.
Considérons d’abord le cas e = 0. En appliquant le Lemme 7.10
au systeme S(N U{t}, P) et & la contrainte (®(¢) = ¢), on obtient
S(N U{t},P) ~ S(N,P). On en déduit S(N,P) ~ S(N', P’) et
S(N,P)Et (car S(N U {t}, P) ¥t d’apres le Lemme 7.11).
Considérons maintenant le cas ¢ = 1. Comme S(N U {t}, P) C
S(N, P), on obtient, a fortiori : S(N, P) E ®(t) et S(N,P) E P'.
Mais (®(t) = t) € S(N,P), et donc S(N,P) E t. Puisque
S(N,P)E P U{t}, on a bien S(N,P) ~ S(N,P" U {t}).
Cas ¢ = ¢1 A ¢2 : posons (e, N', P') = eval(¢y, N, P). Par induc-
tion, on a : S(N', P’) ~ S(N,P) et [S(N,P)](¢1) = €. Sie =0,
alors on a aussi [S(N, P)](¢) = 0, ce qui conclut ce cas. Si € = 1,
alors, en posant (¢, N”, P") = eval(¢y, N, P), on obtient, par in-
duction : S(N”,P") ~ S(N',P’) et [S(N', P)](¢2) = €. On en
déduit donc S(N, P) ~ S(N”,P") et [S(N, P)](¢2) = €, ce qui
permet de conclure ce cas.
Cas ¢ = @1 V ¢2 : similaire au cas précédent.
Cas ¢ =0 ou ¢ =1 : triviaux. O

En partant de N = P = (), on obtient un algorithme pour décider si S F ¢,
pour n’importe quelle formule ¢. En effet, on a clairement S(@,0) = S. On
récupere de plus en sortie de 'algorithme deux ensembles P’ et N’ qui peuvent
servir pour une utilisation ultérieure de I’algorithme (plus ces ensembles sont
grands, plus l’algorithme termine rapidement). Notons que si ¢ = ¢, alors ¢ est
dans un des deux ensembles P’ ou N’; cela montre que si 'on a déja utilisé
lalgorithme pour calculer [S](¢), un appel ultérieur avec le méme argument
termine immédiatement.

Implémentation Nous avons présenté une version purement fonctionnelle de
I’algorithme. En pratique, pour des raisons d’efficacité, on peut implémenter les
ensembles P et IV par des structures de données impératives comme des tables
de hachage. Pour I’ensemble P, cela ne pose aucun probléme, car il ne fait que
croitre au cours de l'algorithme. Il faut étre plus prudent avec I’ensemble N. En
effet, le dernier cas dans la définition de eval(¢, N, P) renvoie la valeur initiale
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de N, et non celle obtenue apres ’appel récursif. Il faut donc pouvoir revenir en
arriere pour retrouver la valeur initiale de V. Cela peut se faire facilement, sans
sauvegarder completement la table de hachage : il suffit de garder dans une pile
Ihistorique des éléments ajoutés a N ; pour revenir a la valeur initiale de IV, il
suffit de dépiler jusqu’a tomber de nouveau sur ¢, et de supprimer dans N, en
parallele, tous les éléments dépilés. La pile et la table de hachage contiennent
en permanence les mémes objets (ceux de N) : la pile est utilisée pour pouvoir
revenir en arriere, et la table de hachage pour tester rapidement si un élément
est dans N.

Bien entendu, il est possible d’utiliser la méme table de hachage pour repré-
senter en méme temps P et N (ce qui permet de n’avoir qu’un seul acceés pour
les deux tests t € P, t € N).

Remarque 7.15 Hosoya [Hos01] signale que pour implémenter l’algorithme
de sous-typage de XDuce, il n’est pas envisageable d’utiliser une structure mo-
difiable en place, comme une table de hachage, pour représenter les hypothéses
intermédiaires qui peuvent devoir étre annulées lors d’un retour-arriére (ce qui
correspond a notre ensemble N ). La technique que l'on propose ci-dessus per-
met cependant d’utiliser une telle structure de donnée, sans devoir la copier
complétement.

Optimisation Dans la définition de eval(t, N, P), on peut remplacer la con-
trainte ®(¢) par une contrainte équivalente modulo les hypotheses présentes :
remplacer une variable ¢’ telle que ¢ € P (resp. ¢ € N) par 1 (resp. 0), et
simplifier en utilisant des tautologies booléennes (telle que ¢ A 0 ~ 0). Par
exemple, si ®(t) = t1 Ate et t3 € N, alors on peut remplacer ®(¢) par 0, ce
qui évite de « dérouler » t1. La preuve de la correction de cette optimisation ne
pose aucun probléeme.

Retour-arriere Lorsque, dans la derniere ligne du cas ¢ = ¢, on renvoie N,
cela revient & invalider toutes les hypotheses négatives qui ont été ajoutées & N’
lors de 'appel récursif. En effet, le résultat (1, N’, P’) signifie que la valeur de
vérité des t' € N’ est 0, en supposant que celle de t est 0, mais cela est faux.

Exemple 7.16 Voici un exemple qui illustre cela. Soit 3 = {t1,t2}, et D(t1) =
to V1, ®(tg) = t1. On veut calculer la valeur de vérité pour ti. L’algorithme
calcule eval(te V1, {t1},0) = (1,{t1,t2},0), et donc eval(ty,0,0) = (1,0,{t1}).
1l est nécessaire de supprimer non seulement ti1, mais aussi to de l’ensemble N
intermédiaire, car la valeur de vérité pourty est 1 (il se trouve dans N = {t1,t2}
a cause d’une hypothése qui s’avére fausse).

7.1.3 Suppression du retour-arriere

L’algorithme de la section précédente, avant de dérouler la définition de
®(t) lorsqu’il considére une variable ¢, commence par supposer que la valeur
de vérité de t est 0. Pendant le calcul de ®(t), I'algorithme peut établir que la
valeur de vérité d’une autre variable ¢’ est 0; dans la mesure ou cette déduction
dépend éventuellement de ’hypothese que la valeur de vérité de t est 0, il faut
Iinvalider si cette hypothése s’avere fausse. C’est le phénomene de retour-arriere
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mis en évidence dans I'Exemple 7.16. Cependant, dans certains cas, ce retour-
arriére systématique de I’ensemble N invalide des faits qui ne dépendent pas de
I’hypothese qui s’avere fausse, comme le montre I’exemple ci-dessous.

Exemple 7.17 Modifions I’Ezemple 7.16 pour prendre ®(t2) = 0. On obtient
encore eval(te V1,{t1},0) = (1, {t1,t2},0), mais le fait que t2 se retrouve dans
lensemble N = {t1,t2} en sortie ne dépend pas du fait que t; se trouvait dans
Uensemble N = {t1} en entrée. L’algorithme de la section précédente ne peut
distinguer cette situation de celle de I’Exemple 7.16, car il oublie les dépendances
entre les hypothéses (qui peuvent étre invalidées), et leurs conclusions.

Dans cette section, nous présentons un nouvel algorithme qui calcule [S] en
évitant completement les retours-arriere. L’idée, plutot que de supposer qu'une
variable ¢ a une valeur de vérité 0 pendant le calcul de ®(¢), est de garder trace
des dépendances de ¢, c’est-a-dire des contraintes qu’il faut prendre en compte
s’il s’avere in fine que la valeur de vérité de ¢ est 1.

Présentation informelle IL’algorithme garde pour chaque variable t déja
rencontrée un état. Il peut s’agir d’une constante 0 ou 1, qui signifie que la valeur
de vérité pour cette variable est connue de maniere sire. Il peut également s’agir
d’un ensemble de contraintes [Cy; .. .; Cy] quil faut prendre en compte si jamais
on se rend compte que la valeur de vérité de ¢ est 1, et que 'on peut ignorer
sinon.

L’état global de l'algorithme, qui réunit les états de toutes les variables,
est appelé table courante. Lorsque 'on considere une nouvelle variable t, on
commence par lui donner I’état [] (ensemble vide de contraintes), et on « active »
la contrainte ®(t) = t. On fait, nous allons considérer des contraintes étendues,
de la forme ¢1 = ... = ¢, = t. Activer une telle contrainte avec n = 0 revient a
positionner I’état de t & 1, et & activer successivement les contraintes C1, ..., C),
si I'état de t était auparavant [Cy;...;Cy]. Si n > 0, activer une contrainte
¢1 = ... = ¢, = t se fait en considérant la forme de ¢;. Si 91 = 1, on active
¢ = ...=> ¢, = t. Si ¢y =0,iln’y arien a faire. Si ¢1 = ¢/, on commence par
considérer ¢’ ; si son état est alors 0 ou 1, on procéde comme dans les cas ¢; = 0
ou ¢ = 1 ci-dessus; si son état est un ensemble de contraintes [Cy;...;Ch],
on ajoute & cet ensemble la contrainte supplémentaire ¢ = ... = ¢, = t. En
effet, s’il s’avere que valeur de vérité de t’ est 1, il faudra de nouveau considérer
cette contrainte que I’on suspend provisoirement. Enfin, si ¢; = ¢ A¢’, on active
o= ¢ = ...= ¢, = t, et si ¢ = ¢V ¢, on active successivement les deux
contraintes ¢ = ... = ¢, =>tet ¢ = ... = ¢, = .

Lorsque toutes les contraintes a activer ont été traitées, on peut remplacer
tous les états de la forme [Cy;...;C,] par 0, car on a alors lassurance que la
valeur de vérité des variables correspondantes ne pourra pas étre 1. Les états
possibles pour toutes les variables considérées sont alors 0 et 1.

On peut ajouter un certain nombre de remarques, qui se traduiront par des
optimisations dans l’algorithme.

— Au moment d’activer une contrainte ¢; = ... = ¢, = t, si on l'a déja
établi que la valeur de vérité de t est 1, alors on peut tout de suite ignorer
cette contrainte.

— De méme, une contrainte de la forme t = ... = ¢,, = ¢ peut étre ignorée,
car elle est forcément satisfaite.
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— Lorsque l'algorithme considére une nouvelle variable %, il positionne son
état & lensemble vide de contraintes [| et active la contrainte ®(¢) = t.
Apres avoir effectué cette opération, si 1’état de ¢ est un ensemble de
contraintes [C1;. . .; Cy], on peut parfois le remplacer par 0, ce qui évitera
d’étendre cet ensemble par la suite. Il suffit d’étre str que la valeur de vérité
de t est bien 0; c’est bien le cas si aucune des contraintes en suspens dans
la table courante ne « pointe » vers t.

Présentation formelle Nous allons donner une présentation formelle de I’al-
gorithme décrit ci-dessus. Commencons par définir formellement les notions de
contrainte étendue et de table.

Definition 7.18 Une contrainte longue est soit une variable t, soit un terme
de la forme ¢ = C, ou ¢ est une formule et C' est une contrainte longue. On
peut voir une contrainte longue C' comme une liste finie de formules, suivie
d’une variable, que l’on note v(C). Les définitions sur les contraintes et les sys-
témes de contraintes se transférent sur les contraintes longues et les systémes de
contraintes longues, en associant d la contrainte longue C' = ¢p1 = ... ... On =
v(C) la contrainte o1 A ... A ¢y, = v(C) (sin =0, on prend 1 = v(C)).

Definition 7.19 Une table est une fonction o qui associe a toute variable soit
0, soit 1, soit L, soit une séquence finie de contraintes longues L = [Cy;...; Cy]
telles que o(v(C;)) & {0, L}.

On note o{t — X} la table ¢’ telle que ¢’(t) = X et o/(t') = o(t') pour
£t

Definition 7.20 Le domaine d’une table o est l’ensemble Dom(c) des va-
riables t telles que o(t) # L. On définit un préordre sur les tables par :

Dom(c") C Dom(o)

{t1o't) =1 {t]o(t) =1}

Cet préordre est bien fondé (car 3 est fini).

c<o «— {

Une table avec aucune contrainte en suspens et qui est correcte par rapport
au systeme S est appelée solution partielle.

Definition 7.21 Une solution partielle est une table o telle que :

vt € Dom(co). o(t) = [S](t)

La Figure 7.2 définit deux fonctions extend et trigger mutuellement récur-
sives. Elles prennent une table courante en entrée et renvoient une table mise
a jour en sortie. Le role de la fonction extend est de « considérer » une nou-
velle variable ¢, c’est-a-dire de s’assurer que la table courante est définie sur ¢.
La fonction trigger s’occupe d’activer une contrainte ; elle utilise une fonction
auxiliaire trigger’ qui n’est appelée que lorsque 1’état de la variable pointée
par la contrainte n’est pas 1. La fonction auxiliaire may est utilisée pour vérifier
qu’aucune contrainte en suspens ne pointe vers une variable donnée. Enfin, la
fonction clean supprime toutes les contraintes en suspens et remplace les états
correspondants par 0.
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Theoréme 7.22 Soit o une solution partielle et t une variable. Posons o' =
clean(extend(o,t)), tel que défini a la Figure 7.2. Alors o’ est une solution
partielle bien définie (i.e. Ualgorithme termine), avec o’ < o et t € Dom(c’).

Nous donnerons la preuve de ce théoreme plus bas.

extend(o,t) :=
if o(t) = L then
let o' = trigger(o{t—[}, ®(¢t)=t) in
if may(o’,t) then o’ else o'{t—0}
else
o

trigger(o,C) := if o(v(C)) =1 then o else trigger’(o,C)
trigger’(o,t) := let L = o(t) in trigger*(c{t—1},L)
trigger’(o,t=C) :=

if v(C) =t then o else

let o’ = extend(o,t) in
match o/(t) with
| 0 — o

| 1 — trigger(c’,C)

trigger’(o,0=C) := o

trigger’(o,1=C) := trigger’(c,C)

trigger’ (o, p1Ada=C) := trigger’ (o, p1=(p2=C))
trigger’ (o, p1Vpe=C) := trigger(trigger’(o,p1=C), ¢2=C)

trigger*(o,[]) := o
trigger*(o,C :: L) := trigger*(trigger(o,C), L)

may(o,t) := o(t) =1 v F.3Ceo(t). v(C) =t

clean(o) := (t — if o(t) € {0,1, L} then o(t) else 0)

F1G. 7.2 — Algorithme sans retour-arriere

En partant de la table de domaine vide, on obtient un algorithme pour
décider si S F t pour une variable ¢. On récupere en sortie une table ¢’ qui peut
étre utilisée comme entrée pour ’appel suivant de 1’algorithme (cache global).

Implémentation Comme pour I'algorithme avec cache, nous avons présenté
une version fonctionnelle de ’algorithme. Ici, cependant, la table o est utili-
sée de maniére purement linéaire (c’est en ce sens qu’il s’agit d’un algorithme
sans retour-arriere). On peut ainsi facilement implémenter I’algorithme en uti-
lisant une structure de donnée impérative, comme une table de hachage, pour
représenter o. Pour calculer la fonction may, on peut tenir & jour un compteur,
pour chaque variable ¢, du nombre de contraintes longues C € o(t') telles que
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v(C) = t. Cela permet de calculer cette fonction en temps constant. Pour implé-
menter la fonction clean, on garde simplement une liste des variables qui ont
été ajoutées au domaine de o.

Optimisations L’optimisation mentionnée pour 1’algorithme avec cache se
transpose. Dans la définition de extend(c,t), on peut simplifier la contrainte
®(t) en utilisant les hypotheéses présentes (si o(t') € {0,1}, on peut remplacer
t' par o(t')), et des tautologies booléennes. De méme, on peut simplifier une
contrainte longue ¢1 = ... = ¢, = t, et aussi changer 'ordre des ¢; (pour
considérer d’abord les formules plus petites, par exemple).

Exemples Donnons quelques exemples de déroulement de ’algorithme. Nous
montrons & chaque fois I’arbre des appels récursifs entre les fonctions trigger,
extend et may. Nous notons {} la table vide, et nous nommons toutes les tables
intermédiaires qui apparaissent dans l’algorithme, par ordre d’apparition.

Exemple 7.23 Reprenons I’Exemple 7.17, qui illustrait un retour-arriére effec-
tué inutilement par lalgorithme de la section précédente. On a ®(t1) =t2 V 1,
®(te) = 0. On cherche a calculer la valeur de vérité de ty. Voici le déroulement
de algorithme pour 'appel extend({},t1) :

extend({},t1) = 04
trigger(o1,taV1=t1) =04
trigger(oy,ta = t1) = 03
extend(oy,t2) = 03
trigger(oa,0 = t3) = 09
may(og,ty) = false
trigger(os,1 = t1) = 04
| trigger(os,t1) = 04
may(o4,t1) = true

o1 ={t1 — [}

o2 ={t1 — [J,t2 = [|}
g3 = {tl i H,tz — 0}
o4 = {t1 — 1,t2 — 0}

Le résultat final est {t1 — 1,t2 — 0} (qui est invariant par clean). Lorsque l’on
a déroulé la définition de ®(t2), on a vu qu’il n’y a aucun moyen de prouver to
(en utilisant may ), et donc on a pu calculer tout de suite sa valeur de vérité 0.

Exemple 7.24 Reprenons maintenant ’Ezemple 7.16 : ®(t1) =t2 V1, ®(t2) =
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t1. Voici le déroulement de ’algorithme pour Uappel extend({},t1) :

extend({},t1) = 06
trigger(al,tg V1= tl) = 0g
trigger(oy,te = t1) =04
extend(oy,ta) = 03
trigger(oa,t; = t2) = 03
| extend (oo, t1) = 09
may(os,ta) = true
trigger(oy,1 = t1) = 0g
trigger(oq,t1) = 0g
trigger(os,ta) = 0¢
| trigger(og,t1) = 0p

may(og,t1) = true
or={t1 — [|}

oy ={t1 — [|,t2 — [I}
oy = {t1 — [t2], t2 — [}
o4 = {t1 = [ta], t2 — [t1
o5 ={t1 = L,t2 — [t1]}
0 = {tl — 1,t2 — 1}

I}

Le résultat final est {t; — 1,t2 — 1} (qui est invariant par clean). Au cours
du calcul, la dépendance t1 = ty a été conservée; ainsi, lorsque t1 s’est avéré
vrai (du fait du 1 dans ®(t1) = ta V1), on a su tout de suite que ty était vrai
également.

Exemple 7.25 Donnons un autre exemple, avec ®(t1) = to et P(t2) = t1. Voici
la trace de l’algorithme :

extend({},t1) = o4
trigger(oy,ta = t1) = 04
extend(oy,t2) = 03
trigger(oa,t1 = ta2) = 03
| extend(og,t1) = 09
may(os,ty) = true
may(oy4,t1) = true

o1 ={t1 — [}

o2 ={t1 — [l,t2 = [I}

o3 ={t1 — [t2],t2 — []}
oy = {t1 — [t2],t2 — [ta]}

L’algorithme enregistre la dépendance mutuelle entre t1 et to. Comme il n'y a
plus de contrainte « implicite » (k =0 pour les appels globauz de l’algorithme),
on peut éliminer ces dépendances. C’est le role de clean, qui transforme la table
{tl — [tg],tg — [tl]} en {tl — O,tQ — 0}

Preuve du Théoreme 7.22 La suite de cette section est consacrée a la preuve
du Théoreme 7.22. Nous allons introduire quelques notions auxiliaires.
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Definition 7.26 Le systéme de contraintes longues associé a une table o est
défini par :

S(o) ={e(t)=t]o(t) =1}
U{t|o(t)=1}
U{t=Ci|o(t)=[Cy;...;Cy),i=1.n}

Definition 7.27 Un état est un couple (o,k) ot o est une table et k est un
ensemble de contraintes longues, tel que :

{ S~S(c)Uk
VC € k. o(v(C)) € {0, L}

Lemme 7.28 Si (0,k) est un état et o(t) € {0,1}, alors [S](t) = o(t).

[S1(#) = [S(o) Uk](t) = 1. Si o(t) = 0, alors aucune contrainte

Preuve: Si o(t) = 1, alors la contrainte ¢ est dans S(o), et donc
dans S(o) U k ne pointe vers t, et donc [S(o) U k](t) = 0. O

Dans un état, I’ensemble de contraintes k représente les contraintes impli-
citement stockées dans le flot de controle, en attente d’étre « intégrées » a la
table o.

Le Théoreme 7.22 est une conséquence des deux lemmes et du théoreme
ci-dessous.

Lemme 7.29 Si o est une solution partielle, alors (o,0) est un état.
Preuve: 1l s’agit de prouver que S ~ S(c). On a :

S = {dt)=>t|teD)
S(@) = {®t)=t]|o(t)=LIU{t|o(t)=1}

Prouvons d’abord que [S] E S(¢). Les contraintes de la forme
®(t) = ¢ avec o(t) = L sont évidemment satisfaites sous [S]. Si
o(t) =1, alors [S](¢) = 1 par définition d’une solution partielle, et
donc la contrainte t est bien satisfaite sous [S]. On en déduit bien
[S] E S(o), et done [S(a)] < [S]-

Prouvons maintenant que [S(o)] F S. Soit ®(t) = t une
contrainte de S. Si o(t) = L, alors la contrainte est dans S(o)
et c'est bon. Si o(t) = 1, alors S(o) F t, et donc a fortiori
S(o) E ®(t) = t. Si o(t) = 0, alors [S](t) = 0, ce qui im-
plique [S](®(t)) = 0. Or nous avons vu que [S(o)] < [S(o)],
ce qui donne [S(0)](®(t)) = 0, et donc S(o) E ®(t) = ¢. Le cas
o(t) = [C1;...;Cy] est impossible car ¢ est une solution partielle.
On a bien prouvé que [S(0)] E S, ce qui donne [S] < [S(0)]. O

Lemme 7.30 Si (0,0) est un état, alors clean(o) est une solution partielle o’
avec o' < o (pour le préordre sur les tables).

Preuve: Posons ¢’ = clean(o). Considérons la fonction p : 3 —
B telle que p(t) = 1 <= o(t) € {1,L}. On voit facilement
que p E S(0) : les contraintes ®(t) = t avec o(t) = L et ¢ avec
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o(t) = 1 sont vérifiées car p(t) = 1, et les contraintes t = C,
avec o(t) = [Cy;...;C,] sont vérifiées car p(t) = 0. On en déduit
[S] = [S(o)] < p, ce qui prouve que o’(t) = 0 = [S](t) = 0.
Si ¢/(t) = 1, alors o(t) = 1, et donc [S] = [S(0)] E t (puisque
t € S(0)), c'est-a-dire [S](t) = 1.

La relation o’ < o est immédiate. En fait, on a aussi 0 < ¢’. O

Theoréme 7.31 (Terminaison et invariant) Soit (o,k) un état et t € 3.
Alors extend(o,t) est une table o’ bien définie, avec t € Dom(c’), o' < o, et
telle que (o', k) est un état.

Soit (o, k U{C}) un état. Alors trigger(o,C) est une table o’ bien définie,
avec o' < o, et telle que (o', k) est un état.

Preuve: Nous prouvons les deux assertions par une induction mu-
tuelle sur o (un utilisant le préordre bien fondé < sur les tables).

Commengons par lassertion sur extend. Si t € Dom(o), le
résultat est o, et il n’y a rien a prouver. Dans le cas contraire,
nous cherchons a appliquer ’hypothese d’induction pour I'appel a
trigger. La table o{t — [|} est strictement plus petite que o. De
plus, on constate que (o{t — [|},k U {®(t) = t}) est un état car
S(o{t — []}) U{®(t) = t}) = S(o). Nous pouvons donc appliquer
I’hypothese d’induction : ’appel & trigger termine et renvoie une
table o’ telle que (o’,k) est un état. Si may(o’,t) est vrai, alors
c’est fini. Sinon, on pose o” = o’{t — 0}, et il s’agit de voir que
(0”,k) est un état. Si o/(t) = 0, il n’y a rien a prouver. Le cas
o’(t) = L est impossible car o’ < o{t — [|]}. Le cas ¢'(t) = 1 est
impossible car may(o’,t) est faux. La seule possibilité restante est
donc o’(t) = [Cy;...; Cp). Aucune contrainte de S(o”)Uk ne pointe
vers t (c’est-a-dire v(C) # ¢ pour toute contrainte C' € S(o’) Uk);
en effet, si C' € k, alors o(v(C)) ¢ {0, L} mais o(t) = L, et si
C € S(0'), alors on conclut en utilisant le fait que may(c’,t) est
faux. Ainsi, [S(¢’) Uk](t) = 0, et 'on peut donc enlever de ce
systeme toute contrainte de la forme ¢ = C sans en changer la
classe d’équivalence pour ~. On peut ainsi obtenir S(c¢”) U &, ce
qui donne bien S(0”)Uk ~ S. On a prouvé que (¢”, k) est un état.

Passons a la preuve de I’assertion sur trigger. Nous allons faire
(pour une classe d’équivalence de o fixée) une deuxieéme induction
(dite locale) sur la taille de la contrainte C. Nous définissons la
taille d’une contrainte C' comme le couple (n,m) ol n est le nombre
de symboles A qui apparaissent dans C, et m est le nombre total
de symboles de C. On voit facilement que tous les appels récursifs
a trigger’ depuis trigger’ peuvent étre remplacés par un appel a
trigger sans changer le résultat; en effet, trigger’ n’est appelé
que sur des couples (o, C) tels que o(v(C)) # 1.

Supposons donc que (o,k U {C}) est un état. Considérons
d’abord le cas o(v(C)) = 1. 1l S’agit de voir que (o,k) est aussi
un état, c’est-a-dire que S(o) Uk ~ S(o) Uk U {C}; cela découle
du fait que [S(o) Uk] E C (car v(C) € S(0)).

A partir de maintenant, nous supposons o(v(C)) # 1, et nous
procédons par disjonction de cas suivant la forme de C.
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Cas C =t : Puisque (0,k U {C}) est un état et o(v(C)) # 1, on
a forcément o(v(C)) = o(t) de la forme L = [Cy;...;Cy]. On
constate que S(o)UrU{t} = S(c{t = 1)) UrU{t = C,....t =
Cpn} = S(c{t =1} UrkU{Cy,...,C,}. Ainsi, on voit que (o{t —
1} kU{CY,...,Cy}) est un état, et o{t — 1} est strictement plus
petit que o. On conclut ce cas en appliquant n fois I’hypothese
d’induction globale (dans trigger™).
Cas C =t = (" : Considérons d’abord le cas ot t = v(C"). La
contrainte longue C est alors vraie pour toute congruence, donc
S(e) Uk U{C} ~ S(0) UK, et (0, k) est bien un état.
Considérons maintenant le cas général. Fn utilisant ’assertion
sur extend, on obtient que (¢/, kU {t = C'}) est un état, avec t €
Dom(c’) et o/ < 0. Le filtrage est donc exhaustif. Si o’(¢) = 0, alors
[S1®) = [S(e"YUrU{t = C'}](t) = 0, et donc S(¢’) Uk U {t =
C'} ~ S(0’) Uk. On voit ainsi que (o7, k) est un état. Si o/(t) = 1,
alors [S](t) = [S(c) Uk U{t = C'}](t) = 1, et donc S(o") Uk U
{t = C"} ~ S(¢")UkU{C"}. On voit ainsi que (¢’,kU{C"}) est un
état. On peut appliquer 'hypothese d’induction globale ou locale,
suivant que ¢’ est strictement plus petite que o ou non (et alors C’
est strictement plus petite que C). Enfin, si ¢/(¢) = [C1;...;Chl,
alors S(o/) Uk U {t = C'} = S(o’{t — C'" :: L}) Uk, et donc
(S(o’'{t = C" :: L}),K) est un état.
Cas C = ¢1 A ¢p2 = C’ : On constate que S(o) UsU{C} ~ S(o)U
kU{¢p1 = (¢2 = C")}. Donc (o,k U {d1 = (¢p2 = C")}) est un
état. De plus, la contrainte ¢ = (2 = C’) est strictement plus
petite que C, avec l'ordre que 1’on a choisit sur les contraintes (le
nombre de symboles A diminue strictement). On conclut ce cas en
appliquant 'hypotheése d’induction locale.
Cas C = ¢1 V ¢2 = C’ : On constate que S(o) UsU{C} ~ S(o)U
kU{p1 = C',¢a = C'}. Donc (0,sU {1 = C'} U{p2 = C'})
est un état, et I'on conclut ce cas en appliquant deux fois ’hypo-
these d’induction (la premiere fois, il s’agit de I'induction locale ; la
deuxieme, de I'induction locale ou de l'induction globale, suivant
que o décroit strictement ou non lors du premier appel).
Cas C=0= C": On constate que S(o) Uk U{C} ~ S(0) Uk, et
donc (o, k) est un état.
Cas C =1=C": On constate que S(c) Uk U {C} ~ S(c)Ur U
{C"}, et donc (o, k U {C'}) est un état. On conclut en appliquant
I’hypothese d’induction locale. a

Remarque 7.32 Dans la preuve, on voit que l’algorithme tel qu’il est présenté
inclut deux optimisations qui sont en fait facultatives :

— dans la définition de extend, on peut renvoyer ¢’ méme si may renvoie
fauz;
— dans la définition de trigger'(o,t = C), on peut ignorer le cas particulier

=v(C).
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7.1.4 Application : test de vide pour un automate d’arbres

Nous donnons maintenant un exemple simple d’application de nos algo-
rithmes de calculs de prédicats inductifs. Considérons des arbres binaires, dont
les feuilles sont étiquetées par des symboles dans un alphabet fini ¥ (les nceuds
ne sont pas étiquetés). Un automate d’arbres est un couple (@, R), ou @ est un
ensemble fini d’états, et R est un ensemble fini de transitions de la forme a — ¢
(a€X,qgeQ)ou(q,q)—q(q,q,q € Q). Chaque état ¢ définit de maniere
classique un ensemble régulier d’arbres, que I’on note [¢]. Nous nous intéressons
a la question de savoir si [¢] = @ ou non, pour un état ¢ donné.

On voit facilement que le prédicat [q] # () est définit inductivement par :

Jda. (a —q) €R
[ #0 <= { Vv
a1, 42)- ((q1,92) — @) € RA[q1] # O A [go] # 0

Cela rentre bien dans le formalisme introduit. On prend J = Q, et :

@(q) = \/ 1V \/ q1 /\qg

(a—q)ER (91,92)—g€R

Si l'automate est donné de maniere descendante (top-down), c’est-a-dire si
I’on peut obtenir pour chaque ¢ ’ensemble des transitions de but ¢ en temps
linéaire en la taille du résultat, on peut prouver que l’algorithme sans retour-
arriere donne un algorithme en temps linéaire (donc optimal) par rapport a
la taille de 'automate (nombre d’état + nombre de transitions). Ce résultat
est connu, mais il s’obtient en général par une méthode ascendante (saturer
I’ensemble des états ¢ tels que [¢] # 0) ; 'avantage de procéder par une méthode
descendante est de pouvoir ignorer certains états : ceux qui sont inaccessibles,
évidemment, mais aussi, pour une transition (g1, ¢2) — ¢, l’état g2 lorsque l’on
s’apercoit que [¢1] = 0. Cela est particulierement important lorsque automate
n’est pas donné explicitement et que le calcul de ses états et de ses transitions
est coliteux.

7.2 Algorithme de sous-typage

Voyons maintenant comment appliquer les algorithmes de la section précé-
dent pour calculer la relation de sous-typage dans les modeles universels. Nous
prenons un modele universel [_] et nous notons simplement < la relation de
sous-typage qu’il induit. Nous nous ramenons évidemment au test du vide, en
constatant que t; <ty <= [t1\t2] = 0. Le point de départ est le Lemme 4.27,
que l'on peut réécrire de la maniere suivante. Soit ¢ un type et 3 un socle qui le
contient. Alors :

[t] #0 <= VSCI. SCES=t¢S

Associons & un sous-ensemble § C 3 la fonction ps : 3 — {0,1} définie
par ps(t) =1 <= t ¢ S (fonction caractéristique du complémentaire). Pour
tout ¢t € 3, on peut déduire (voir plus bas) de la définition de ES une formule
booléenne ®(t) telle que :

pes(t) =1 <= ps F O(1)
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On considere alors le systeme de contraintes :
S={®t)=¢t|ted}

Ainsi :
SCES < psES

et donc :
[t] #0 < VpES. p(t) =1

c’est-a-dire :

[1] #0 > [S](¥) =1

On peut alors utiliser 'un des algorithmes présentés a la section précédente
pour calculer ce prédicat [t] # 0. L’ensemble J peut étre trés grand, mais
les algorithmes ne vont en considérer en général qu’une partie. De méme, les
formules ®(t) sont complexes, mais dans la mesure ou les algorithmes ne les
considerent pas forcément entierement, on peut avoir intérét a les construire de
maniere paresseuse.

Explicitons maintenant la définition des formules ®(¢). On suit simplement
la Définition 4.11. Pour éviter la confusion entre les opérateurs logiques V, A et
les connecteurs booléens sur les types V, A, nous allons noter [¢] au lieu de ¢ pour
dénoter la variable associée au type t (et qui correspond donc intuitivement au
prédicat affirmant que le type ¢ n’est pas vide).

a([t]) =/ PN

(P,N)et
uw | PCT,
0 sicn (B[l < (J Blo]
(bbasic(Py N) = beP beN
1 sinon
[ /\ tl\ v t1‘|
t1 Xt EP t1XtoEN'
Dproa(P,N) = \ A
N/gNnTprod
A =V t
t1 Xt eP t1Xta € N\N’
t1 Xt € P’
A\
Prun (P N) = /\ \/ 1 siP=P

t)—tL,EN P'CP

N t|\&| siP£P

tlxtQGP\P/

Implémentation Nous avons choisi de présenter séparément d’une part des
algorithmes génériques pour calculer des prédicats définis inductivement par
des formules booléennes, et d’autre part la fonction ® qui engendre le prédi-
cat de sous-typage (en fait, la négation du test de vide). Une implémentation
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naive consisterait & manipuler effectivement des termes syntaxiques pour re-
présenter les formules booléennes ®([t]), et & utiliser des implémentations gé-
nériques des algorithmes de la section précédente (avec ou sans retour-arriére).
En fait, en spécialisant ces algorithmes a la définition particuliere de ®, on
peut éviter de produire ces termes (qui sont immédiatement déconstruits par
les algorithmes). Les formules correspondent alors & des points de controle de
I'implémentation. Pour ’algorithme sans retour-arriere, cependant, il faut par-
fois stocker des contraintes dans la table o ; en pratique, une telle contrainte
peut-étre représentée comme une fermeture obtenue par ’application partielle
de trigger a la contrainte.

7.3 Variante et optimisation

7.3.1 Autre formules

Les formules obtenues a la section précédente, dérivées de la définition d’une
simulation, proviennent in fine du résultat ensembliste énoncé dans le Lemme 4.6.
Nous allons maintenant montrer comment, partant d’une propriété ensembliste
différente, nous pouvons obtenir un algorithme potentiellement plus efficace.

Lemme 7.33 Soient X, X' C Dy, Y,Y' C D,. Alors :
(X % Y)\(X' % Y7) = (X\X') x V) U (X x (¥\Y"))
Considérons maintenant un type ¢, et (P, N) € t, avec P C Tproq. On écrit :
P = {t;xts; .. ;tyxty}
N N Tproa = {s1X5s5;...;87'xs5"}
Posons t1 = N;_; ,t% et t2 = A\,_; , t5. On s’intéresse a la question de
savoir si I’assertion ci-dessous est vraie :
() [l x A | [0 % [
1=1..m

Clairement, si [t1] = 0 ou [t2] = 0, alors I’assertion (x) est vraie. Sinon, si
m = 0, Passertion est fausse, et si m # 0, on utilise le Lemme 7.33 (en isolant
le premier terme de la réunion), et 'on obtient que () est vraie si et seulement
si les deux assertions ci-dessous le sont :

[ x [l € U [s1] % [s3]
i=2..m
W] x [l < U [s1] > [s3]

i=2..m

ot ) = t1\sl et t) = t3\s3. Or chacune de ces deux assertions a la méme
forme que (x). On peut donc poursuivre cette décomposition pour chacun des
produits s x s5. Cela donne une définition alternative de I'ensemble ES, et donc
des formules ®(¢) différentes :

(I)prod(P» N) = [tl] A\ [tz] A\ (I)/ (tl,tQ, N N Tprod)

prod
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b= A t
th= N t

t1 Xt EP

et les formules ®’

proa(t1,t2, V) sont définies par :

(b;)rod(tl’t% (Z)) = 1
[tl\sl] A (I);:)rod(tl\slv ta, N/)
(b;)rod(tlat27{slxs2}’UN/) = Vi

[tQ\SQ] A (I)/prod (tlv t2\527 N/)

(le choix de s;xs2 dans N peut se faire de maniére arbitraire)
On peut voir ces formules comme des arbres binaires. Ainsi pour N =
{slxsd;s¥xs3}, Parbre est :

[t1] A [t2]
/
[t1\s1] [t2\ s3]
N SN
[t1\s1\si] [t2\s3] [t1\s1] [t2\s5\s3]

La formule booléenne correspondante peut s’interpréter comme ’existence
d’une branche dont tous les noeuds sont vrais. On voit immédiatement que ces
nouvelles formules permettent un élagage important : dés qu’un noeud est faux, il
n’est pas nécessaire de considérer le sous-arbre correspondant (et les algorithmes
de la section précédente vont bien tenir compte cet élagage).

Sur cette présentation, on peut introduire une optimisation supplémentaire,
motivée par la propriété ensembliste ci-dessous, qui complete le Lemme 7.33.

Lemme 7.34 Soient X, X' C D1,Y,Y' C Dy. Sil'onaXNX' =0 ouYNY' =
0, alors :
(X xY)N\(X'xY')=(X xY)

Cela suggere de prendre :

o’ (tl,tg,{81X82}UN/) n= @/ (tl,tQ,N/)

prod prod

au lieu de la formule générique pour @, 4(t1,t2, {s1Xs2} U N'), lorsque que

Pon sait déja que [t1As1] = 0 ou que [taAsa] = 0, en s’appuyant sur les hypo-
theses courantes des algorithmes (pour lalgorithme avec cache, en considérant
I’ensemble des hypotheses négatives, et pour 'algorithme sans retour-arriere, en
considérant la table o).

Par exemple, reprenons l'exemple avec N = {sixs3; s3xs2}. Si l'on sait déja
(ou si I'on est en train de supposer) que, disons, [t;Asi] = 0, alors I'arbre de
décision devient :
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to]

[t A
/ \

[t1\s7] [t2\s3]

De méme, si l’'on sait que [t1As2] = 0, ou que [(t2\s3)As3] = 0, alors Parbre
de décision devient :

[t1] A [t2]
N
[t1\s1] [t2\s3)]
N
[t1\s7\s7] [t2\s3]

Notons que dans le cas [t;As?] = 0, il aurait été plus judicieux de considérer le
produit s?xs3 avant sixsi, ce qui aurait donné 'arbre de décision :

[t1] A [t2]

SO

[t1\s1] [t2\s3)]

De maniere générale, méme sans cette optimisation, il est préférable de consi-
dérer d’abord les produits de N qui sont les plus « gros » ensemblistement, de
sorte a couper plus haut le parcours des arbres de décision. On peut ainsi envi-
sager 'utilisation d’heuristiques (qui estiment rapidement une certaine mesure
de la « taille » des types) pour décider dans quel ordre considérer les produits
dans N. Nous n’avons pas obtenu de résultats dans cette direction.

Finalement, remarquons que tout ce qui a été dit dans cette section s’ap-
plique également mutatis mutandis aux formules ®¢,,, qui proviennent aussi du
Lemme 4.6 (via le Lemme 4.9).

7.3.2 Approximations

Nous avons vu comment modifier les formules booléennes qui permettent
de décider si un type est vide ou non, pour optimiser l'algorithme de sous-
typage. Une autre approche consiste a chercher des approximations, c’est-a-
dire des conditions nécessaires et des conditions suffisantes, pour qu’un type
soit vide. Cela peut permettre de court-circuiter 'algorithme générique dans
des cas simples et typiques. Supposons que 'on dispose de deux systemes de
contraintes sur les variables [¢] (pour ¢ dans un socle donné), disons, Sy et Sy
qui approximent la relation de sous-typage :

[Sol(t) =0 = [t] =0

[S11(6) = 1= [¢] # 0

On suppose que ces systemes sont donnés par des formules :
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Si les prédicats [So] et [S1] sont nettement plus faciles a calculer que [S],
on peut remplacer ®(t) par :

o'(t) = [S1](®) v ([Soll (1) A (2))

Ainsi, on n’utilise les formules complexes pour ®(t) seulement lorsque les ap-
proximations ne sont pas suffisantes pour vérifier si [t] = 0.

Eventuellement, on peut imbriquer le calcul de [So], [S1] et [S], en utilisant
des systémes mutuellement récursifs (formellement, chaque type ¢ donne lieu a
trois variables [t], [t]o, [t]1, et on utilise une unique fonction des variables dans
les formules booléennes).

Voici un exemple typique d’approximation. Considérons l'instance de sous-
typage :

txs< \[ tixs; (»)
1=1..n
Clairement, pour avoir (x), il suffit d’avoir t < t;; et s < s;, pour un certain
10. Inversement, une condition nécessaire pour avoir (x) est d’avoir soit ¢ < 0,
soit la conjonction de ¢t < Vi:l..n t; et de s < Vi:l..n s;. Ces approximations
permettent de définir des systeémes de contraintes Sy et Sp, dont les plus petits
points fixes sont plus faciles a calculer que celui de S.
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Chapitre 8

Compilation du filtrage

Dans ce chapitre, nous étudions 'implémentation du filtrage (Chapitre 6).
Il s’agit, étant donné une valeur v et un motif p, de calculer efficacement le
résultat v/p du filtrage de v par p. Nous nous plagons dans un cadre de compi-
lation : nous connaissons p a ’avance, ce qui permet d’effectuer certains calculs,
éventuellement coiiteux, en vue de préparer I’évaluation efficace du filtrage v/p
pour des valeurs v disponibles lors de ’exécution.

Considérons I’évaluation de la construction match e with p; — ey | p2 —
es. Lorsque e a été réduit a une valeur e, il faut, si I’on suit la sémantique de cette
construction, calculer v/py, puis éventuellement v/py. Nous allons développer
des techniques pour évaluer efficacement en parallele plusieurs motifs sur la
méme valeur.

Nous nous intéressons principalement a I’aspect structurel du filtrage, c’est-
a-dire que nous supposons traitée 1’évaluation efficace des tests de type sur
des types t « simples », c’est-a-dire tels que tAlprod =~ 0 (00 Lproa = 1IX1).
Nous voyons les valeurs comme des arbres binaires dont les feuilles sont des
constantes ou des abstractions (c’est-a-dire des éléments de [1\Lproa]). Les
nceuds internes (et donc les sous-arbres) correspondent aux sous-valeurs. Pour
une valeur v = (v1,v2), nous voyons vy (resp. vy) comme le sous-arbre gauche
(resp. droit). Une valeur est dite simple si elle n’est pas un couple.

Tous les motifs que nous allons considérer dans ce chapitre seront supposés
étre en forme normale, au sens de la Section 6.5.2. En particulier, tous les
types qui apparaissent dans les motifs sont simples. Nous fixons une G’-base B
(toujours au sens de la Section 6.5.2), et nous nous intéressons uniquement aux
motifs o(q) pour ¢ € B, et & leurs sous-motifs. Il n’y a qu’un nombre fini de tels
motifs.

On note v/q au lieu de v/o(q), 1¢f au lieu de (o(q)f, et Var(q) au lieu de
Var(o(g))-

8.1 Evaluation naive

La sémantique du filtrage (Figure 6.1) donne directement un algorithme naif
pour évaluer le filtrage, par induction sur la couple (v, p) ordonné lexicographi-
quement. Pour calculer v/p1|p2, on commence par calculer v/p1, et on ne calcule
v/p1 que si le résultat est . De méme, pour calculer (v1,v2)/(q1,q2), on com-



150 Chapitre 8. Compilation du filtrage

mence, par exemple, par calculer v1/0(q1) et on ne calcule vo/o(g2) que si le
résultat n’est pas €.

8.2 Idées d’optimisation

Ignorer un sous-arbre Une premieére optimisation par rapport a I’algorithme
naif consiste & détecter les motifs p tels que [pf ~ 1 et Var(p) ~ 0 ; lorsque 1'on
évalue v/p pour un tel motif p, on peut complétement ignorer le sous-arbre v et
renvoyer directement le résultat {}.

Ordonnancer les calculs Dans le calcul de v/p1|p2, le choix de commencer
par p; est assez naturel compte-tenu de la politique first-match (si p; réussit,
il n’est pas nécessaire de considérer po). Néanmoins, il est parfois préférable de
commencer par ps, par exemple si [p; [A]paf ~ 0 (car alors si py réussit, il n’est
pas nécessaire de considérer p;) et si le calcul de v/ps est plus rapide que v/py
(ou si l'on observe statistiquement que v/py réussit plus souvent que v/py).

Memoization L’algorithme naif esquissé a la section précédente peut étre
amené a calculer plusieurs fois v/p pour la méme sous-valeur v et le méme
motif p (et méme un nombre non borné de fois, ce qui donne une complexité
exponentielle en la taille de v). Nous pouvons éviter ces calculs inutiles avec
une technique de memoization (garder trace des calculs déja effectués). Cela
garantit un temps d’évaluation linéaire en la taille de la valeur v (car le nombre
de motifs différents est fini).

Déterminisation En fait, on peut imposer de ne parcourir chaque sous-valeur
qu’une seule fois au maximum. Pour cela, il suffit de calculer en parallele tous
les v/q pour g € B en partant des feuilles de v. Connaissant les deux familles
(v1/q)qeB et (v2/q)qen, on peut facilement calculer ((vi,v2)/q)qen. Cela cor-
respond a 'algorithme classique de déterminisation des automates d’arbres as-
cendants. Cette technique d’évaluation est évidemment tres cotteuse, car on
doit parcourir tous les nceuds de l’arbre (on ne peut pas ignorer un sous-arbre),
et effectuer les mémes calculs partout, alors que pour une valeur (vq,v2) et un
motif (g1, ¢2), on n’a besoin que de v1/q; et de vy/qa, pas de v1/gs et de va/q;.
On effectue donc beaucoup de calculs inutiles.

Déterminisation descendante On peut raffiner la technique de détermini-
sation, en calculant en paralléle non pas tous les v/q, mais seulement un certain
nombre. Si l’on doit calculer (v/q)4er pour R C B, et que v = (v, v2), on calcule
(ala compilation) deux ensembles Ry C B et Ry C B tels que (v/¢)q4er puisse se
calculer en n’utilisant que (v1/q)4er, €t (v2/¢)qer,. Pour minimiser la quantité
de calcul a effectuer sur chaque sous-arbre, on cherche a prendre R; et Rs aussi
petits que possible. Par exemple, si R = {qo}, 0(q0) = (q1,¢})| - - -|(¢n, ¢,,), alors
on peut prendre Ry = {¢; | i =1..n}, et Ro = {q} | i = 1..n}.

Propagation latérale Reprenons ’idée du paragraphe précédent. Comme les
calculs de (v1/q)qer, et de (v2/q)qer, vont s’évaluer séquentiellement, on peut
faire dépendre, disons, Ry du résultat de (v1/¢)qer, (plutét, du fait que chaque
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v1/q vaut Q ou non). Dans I'exemple du paragraphe précédent, on peut prendre
Ry ={q |i=1.n}, et Ry ={¢, | vi/q; # ©}. Evidemment, on pourrait faire
le choix symétrique (commencer par vs, et faire dépendre Ry du résultat).

Déterminiser 7 Méme en appliquant les idées des deux paragraphes précé-
dents, la déterminisation peut forcer a effectuer des calculs inutiles. Si o(gy) =
(g1, 91)|(g2, ¢3), il peut étre préférable, plutot que d’évaluer gy et go en parallele
sur le sous-arbre gauche, de commencer par ¢;, et en cas de réussite, de conti-
nuer avec ¢ sur le sous-arbre droit. On ne considére go seulement en cas d’échec
d’un de ces deux calculs, ce qui peut étre plus rapide. Il y a une part d’heu-
ristique dans le choix d’une approche ou de lautre (déterminisation ou calcul
séquentiel), car le meilleur choix dépend des données effectivement présentes a
I’exécution.

Prise en compte des types Nous n’avons pas besoin en général d’évaluer
v/p pour n’importe quelle valeur v. En effet, le systéme de type statique du
langage donne un type pour les entrées du filtrage. On peut supposer que v
est dans un certain type tg. Cette information statique peut permettre d’éviter
certains calculs inutiles. Par exemple, pour une feuille, on peut éviter un test de
type t (type simple) si I'information de type ¢y & ce niveau est telle que ty < ¢
(le test réussit nécessairement). Cela se généralise au cas d’'un motif arbitraire p
tel que to < 1pf et Var(p) = 0. De méme, si {oA | pf ~ 0, on peut complétement
ignorer le sous-arbre correspondant car le résultat sera nécessairement 2.

Lorsque l'on évalue v/p1|p2 avec une information statique, indépendamment
de l'ordre d’évaluation (entre p; et ps) et d’un éventuel calcul en parallele (dé-
terminisation), on peut supposer, pour le calcul de ps une information statique
to\ 1 p1J, qui permet potentiellement de simplifier ce calcul (par rapport & la
seule information statique tp). En effet, si ’hypotheése supplémentaire que ’on
a faite (& savoir que la valeur est dans = ] p;[) s’avere fausse, le résultat de ce
calcul sera de toute maniere ignoré, et il est donc acceptable de renvoyer un
résultat faux pour v/ps.

On interprete donc l'information statique ¢y non pas comme une garantie
que la valeur v est dans [tg], mais comme le contrat qui demande un résultat
correct seulement lorsque cette condition est réalisée (et qui autorise n’importe
quel résultat dans le cas contraire).

Pour compiler le filtrage match e with p; — e; | p2 — e3 avec un type d’en-
trée! tg, on peut calculer p; et py en parallele (ou non); pour p;, I'information
statique est to et pour ps, on prend to\ | p1§.

Propagation des types L’information statique se propage aux sous-valeurs.
Ainsi, si 'on sait que v = (v1,v9) est dans ¢, on sait aussi que v; est dans
71 [toALprod] €t que vg est dans ma[toAlprod]-

Au cours de I’évaluation du filtrage, les calculs effectués permettent de gagner
des informations sur le type de la valeur et des ses sous-valeurs, et donc de
raffiner l'information statique. Ainsi, si ’on effectue un calcul vy /¢y sur le sous-
arbre gauche, et que ce calcul échoue, on sait que la valeur v = (vq, v2) est non

1Le filtrage peut étre typé plusieurs fois par I’algorithme de typage, s’il se trouve & I'intérieur
d’une fonction surchargée. Dans ce cas, le type tg est la réunion de tous les types calculés pour
I'expression e.
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seulement de type to (information a priori), mais aussi de type = (]¢1 § x1), ce
qui peut étre utilisé pour des calculs ultérieurs sur v (et v1). Si le calcul v1 /g1
réussit, on sait que v est aussi de type g1 | X1, ce qui donne éventuellement en
retour une information plus précise pour vs.

Factorisation des captures Dans certains cas, pour calculer v/p, on peut
completement ignorer v. Nous avons vu que c’est le cas si I'information statique
to dont on dispose sur v est telle que toA]pf ~ 0 (le résultat est alors 2), ou telle
que to < |pf et Var(p) = 0 (le résultat est alors {}). Lorsque to < {pf, mais que
Var(p) # 0, on peut parfois encore calculer directement le résultat, par exemple
si p est de la forme x1&x0& . . . £,&po, avec Var(pg) = 0 (ou en remplacant x;
par (x; := ¢;)). Il peut étre nécessaire de réécrire le motif p pour le mettre sous
cette forme. Par exemple, si 0(q) = (¢, q)|z, alors o(q) =~ 2. Eventuellement, il
faut prendre en compte le type to. Par exemple, si p = (qo,q1) avec o(qo) = x,
o(q1) = (z :=c¢) et tp = Lxb,, alors on peut remplacer p par x.

Méme si tg £ {pJ, il peut étre souhaitable de « remonter » ainsi les captures
dans les motifs, pour simplifier les calculs dans les sous-arbres. Par exemple, si
a(q0) = (g1, 90)|((z := ¢)&b.), o(q1) = z&t1, alors on peut remplacer o(qp) par
x&qf) ot o(q() = (g1, 4})|be, 0(¢}) = t1. On évite ainsi de devoir reconstruire des
couples qui existent déja.

Fusionner des motifs Considérons un motif alternatif (q1,q2)|(q3,q4). Si @1
et g3 sont équivalents, au moins étant donné l'information statique dont on
dispose (c’est-a-dire que pour toute valeur dans m[tg], ils renvoient le méme
résultat), alors on peut fusionner les termes du motif alternatif en (¢1,¢q) avec
o(q) = q2|qa. Eventuellement, calculer un résultat pour ¢ peut étre plus simple
que de calculer un résultat pour gs et un autre pour g4, comme on pourrait étre
tenté de le faire avec le motif de départ. Par exemple, si 0(gz2) et o(gs4) n’ont pas
de variables et (o(g2)f =~ 10(g4)J, alors calculer un résultat pour ¢ est trivial,
tandis que calculer un résultat méme pour go seulement peut étre compliqué.

8.3 Formalisation

Nous n’allons pas donner un algorithme figé pour compiler les motifs. En
effet, nous avons vu, dans la discussion de la section précédente, que certains
choix doivent étre fait de maniere heuristique. Pour pouvoir expérimenter plu-
sieurs heuristiques, éventuellement dynamiquement ou en utilisant des informa-
tions statistiques collectées lors d’exécutions précédentes (profiling), nous allons
mettre en place un formalisme qui permettra d’exprimer les différentes optimi-
sations et stratégies présentées plus haut.

Nous fixons toujours une G’-base B (au sens de la Section 6.5.2). Nous
fixons également un socle J, qui va nous permettre d’exprimer les informations
statiques to. Nous supposons que 3 contient Lprod, ainsi que tous les {p§ pour
les sous-motifs p des o(q) (¢ € B).

Nous notons p L0 2 le prédicat :

(z € Var(p)) A (Vv € [toA 1 pS]. (v/p)(z) =v)
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et p =% (2 := ¢) le prédicat :

(z € Var(p)) A (Vo € [toA 1 pS]- (v/p)(x) = ¢)

Nous donnerons dans la Section 8.4 des algorithmes pour calculer ces prédicats,
qui servent & exprimer qu’une variable de capture (ou un motif constante) peut
étre factorisée a extérieur d’un motif.

8.3.1 Requétes

Une requéte est une spécification de calcul & effectuer sur une valeur. Dans
le cas de I’évaluation naive, nous pouvons identifier une requéte a un nceud de
motif g. Pour pouvoir effectuer plusieurs calculs en parallele (déterminisation),
nous devons autoriser des requétes avec plusieurs nceuds. Pour pouvoir simplifier
les calculs en tenant compte d’une hypothese sur le type de la valeur d’entrée,
nous associons a chaque noeud ¢ de la requéte un type ty. Nous pouvons avoir des
types différents pour chaque noeuds de la requéte. En effet, ainsi que nous I’avons
vu, ce type tg ne représente pas une contrainte forte sur la valeur en entrée :
la valeur peut ne pas étre dans %y, mais alors nous sommes libres de renvoyer
n’importe quel résultat pour le calcul associé. Enfin, pour pouvoir factoriser
les captures, on peut se contenter de la restriction d’un nceud ¢ & un certain
ensemble de variables X C Var(q).

Definition 8.1 (Requétes) Un bon triplet est un triplet (p,to, X) ot p est
un motif construit sur B, to € J et X C Var(p).

Une requéte atomique r est un triplet (q,to, X) avec q € B, tog € 3, et
X C Var(q). On note Var(r) = X et o(r) le bon triplet (c(q),to, X).

Une requéte R est un ensemble fini de requétes atomiques.

Lemme 8.2 Il n’y a qu’un nombre fini de requétes.

| Preuve: Les ensembles B et 3 sont finis. O

8.3.2 Résultats

Definition 8.3 Unrésultat atomique r pour un ensemble fini X de variables

est soit une fonction de X dans les valeurs, soit Q). On note parfois v pour
rappeler le support de r.

Sir est un résultat pour X et X' C X, on note r|x: la restriction de r a X'
Qe = Q, A = {o (@) |2 € X'}).

Un résultat atomique pour une requéte atomique 1 est un résultat atomique
pour Var(r).

Un résultat R pour une requéte R est une famille R = (v,.),cr de résultats
atomiques pour ses composantes. On pose aussi Dom(R) = R.

L’unique résultat atomique pour R = @ est noté RY.

Definition 8.4 (Résultats corrects) Un résultat atomique v pour X est dit
correct pour un bon triplet (p,to, X) si :

v € [to] = r = (v/p)x
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On note alors v Ik r: (p,to, X).
On définit la correction d’un résultat atomique v pour une requéte r et une
valeur v par :
viFr:r < vlkr:o(r)

On définit la correction d’un résultat R = (r,.),er pour une requéte R et une
valeur v par :
vIFR < Vre R viFr,: 1

Le lemme ci-dessous est trivial a établir.

Lemme 8.5 Pour toute valeur v et toute requéte atomique r ou toute requéte
R, il existe toujours (au moins) un résultat correct pour v.

Nous cherchons a calculer efficacement un résultat correct pour une requéte R
et une valeur v données.

Definition 8.6 Si Ry et Ry sont deux résultats, on note Ry URy le résultat de
domaine Dom(Ry) U Dom(Rs) défini par :

(Ry), sir € Dom(Ry)\Dom(Rs)
(R URy), = { (Ro)» sir € Dom(Rs)

8.3.3 Compilation des requétes

La propriété de finitude du nombre de requétes nous permet de nous placer
dans le cadre de la compilation : chaque requéte R va donner lieu, dans le code
généré, a une fonction qui associe a une valeur v un résultat correct de R sur
v. Pour ce faire, elle peut appliquer, un nombre fini de fois, des requétes sur
les sous-valeurs vy et ve lorsque v = (v1,v2). Cela correspond & des appels
récursifs entre les différentes fonctions associées aux requétes, et la terminaison
est garantie (car les valeurs sont des arbres finis). Globalement, on peut voir
Pévaluation d’un filtrage sur une valeur comme le parcours d’un arbre (la valeur)
par un automate d’arbres, dont les états correspondent aux requétes.

Evidemment, le nombre de requétes, méme s’il est fini, est gigantesque (ex-
ponentiel en le produit du cardinal de B, du cardinal de 3, et de I'exponentielle
du nombre de variables), mais en pratique, nous ne générons que le code cor-
respondant aux requétes potentiellement utilisées, et ce nombre est raisonnable,
en général.

Le code chargé d’évaluer les requétes a la forme (en pseudo-ML) :

let rec evalp, v =
and evalg, v =

and evalp,K Vv

Nous pouvons introduire une certaine dose de memoization pour les fonctions
associées aux requétes, ou certaines d’entre elles (c’est un choix heuristique). Il
s’agit simplement de garder trace des résultats déja calculés, et si une requéte
doit étre évaluée de nouveau sur une valeur déja considérée, elle peut renvoyer
le résultat déja calculé.

Il reste a définir ce que sont les ... dans le pseudo-code ci-dessus, c’est-a-
dire la maniere d’évaluer une requéte R sur une valeur v. On peut distinguer



8.3. Formalisation 155

deux cas. Tout d’abord, il peut étre possible de calculer un résultat correct
sans considérer la forme de la valeur v. C’est le cas si pour toutes les requétes
atomiques r = (g,%0, X) dans R, on a :

— soit toA | qf ~ 0;

— soit tg < g et toutes les variables x € Var(q) se factorisent (o(q) Lo g

ou o(q) Lo, (z := ¢) pour une certaine constante c).
Dans les deux cas, on peut calculer un résultat correct pour r sans considérer v.
Sinon, il faut distinguer suivant la forme de v : constante, abstraction ou
couple. Un pseudo-code pour la fonction chargée d’évaluer la requéte R aura
alors la forme :

evalrp v = match v with

| (vi,ve) => ... (* Code pour les couples x)
| ¢ => ... (* Code pour les constantes *)
| f -> ... (x Code pour les abstractions *)

Si v est une valeur simple (constante ou abstraction), il faut effectuer un
certain nombre de tests de type sur v, suivant les motifs ¢ qui apparaissent
dans les o(q) (pour (¢,tp,X) € R). On voit ¢t comme une combinaison boo-
léennes d’atomes : t ~ V(p nyet(Aaepa)A(Awep—a). En utilisant le fait que
v € [t1Vte] <= (v € [t1]) V (v € [t2]) et les propriétés similaires pour t1Ats
et —t, on se ramene a des tests avec des types atomiques a. Il est possible de
prendre en compte les informations statiques des requétes atomiques pour op-
timiser ces tests (on peut savoir qu'ils réussissent ou qu'ils échouent, seulement
en regardant Uinformation statique ¢y). Si v et a n’ont pas le méme genre, le
test échoue. Si v est une constante et a est un type de base atomique, on peut
utiliser diverses techniques de dispatch, suivant les types de base considérés

(par exemple, des arbres de recherche, des trie, ...). Si v est une abstraction
wf(ti—s1;...;tp—8,).Ax.e et a est un type fleche, on utilise 1’équivalence :
v € [a] = /\ ti—s; <a (%)
1=1..n

Ainsi, on a seulement besoin d’extraire I'interface de la fonction. Si I’on travaille
dans une hypothese de monde fermé, on connait I’ensemble des abstractions
dans le programme et I’ensemble des tests de type que l'on peut avoir a faire
sur les interfaces de ces abstractions. Il est possible de précalculer les tests ()
pour toutes les abstractions et tous les tests de type sur des types fleche. Cela
permet de ne conserver par exemple qu’un entier a I’exécution pour représenter
I'interface d’une fonction et d’éviter des tests de sous-typage.

Dans la suite de ce chapitre, nous nous intéressons uniquement au cas d’une
valeur couple v = (v1,v2). On doit alors effectuer certains calculs sur les sous-
valeurs vy et ve, c’est-a-dire appliquer dessus des sous-requétes R’ (en appelant
les fonctions evalp/). Chaque sous-requéte permet de collecter certaines infor-
mations pertinentes pour le calcul & effectuer. Lorsque suffisamment d’informa-
tion est disponible, on peut enfin calculer le résultat pour la requéte R. Le choix
des sous-requétes a évaluer sur les sous-valeurs se fait séquentiellement : si la
premiere sous-requéte ne peut dépendre que de R, le choix des sous-requétes
suivantes peut dépendre des résultats des sous-requétes déja évaluées. Plus pré-
cisément, ce choix peut dépendre de la réussite ou de ’échec de chaque requéte
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atomique des sous-requétes évaluées. Il faut choisir & la compilation une straté-
gie pour faire ce choix. Nous formalisons dans les sections suivantes un langage
cible utilisé pour formaliser ces choix de sous-requétes.

8.3.4 Langage cible : syntaxe

Definition 8.7 (Résultats statiques) L’ensemble desrésultats atomiques statiques
est {Q,v'}. On utilise la lettre T pour désigner un résultat statique.
Un résultat statique de requéte est une fonction partielle de I’ensemble

des requétes atomiques dans {2, v }*. On utilise la notation R pour désigner un
résultat statique de requéte (r,)rer. On pose Dom(R) = R, et on écrit R : R
pour signifier que Dom(R) = R. On note R? lunique résultat statique pour la
requéte vide.

La fonction |_| associe d un résultat (atomique) un résultat (atomique) sta-
tique défini par : |Q| =Q, |7| =V, |(r7')T'ER‘ = (‘TT'|)7'ER'

Nous allons représenter par un couple I = (Ry, Ry) les sous-requétes évaluées
sur les sous-valeurs. On pose I? = (,()). On note TU (1: R) = (R, U R, Ry) et
Tu (2 : R) = (Rl,RQ UR)

Definition 8.8 (Langage cible) Une expression cible pour un ensemble de
variables X et un couple de sous-requétes I = (R1, R2) est un terme engendré
par les productions :

X! i: iEX ot X ={z}
r
| (i,7x) ot i=1.2,r € R;, X C Var(r)

Xi,1 Xo,1 )
| el dey? ouX =X1UXo

ot X est un résultat atomique pour X, i = 1..2, v est une requéte atomique, X
un ensemble fini de variables.

Une stratégie pour une requéte Ry et un couple de sous-requétes I est un
terme fini engendré par les productions :

sRol . (eVar(DiI)

. Ro,IU(i:R
R = (s e
o i =1..2, R est une requéte, et les e, sont des expressions cibles.

Les exposants sont 1& pour assurer des contraintes de bonne formation des
objets introduits. Nous les omettons parfois lorsque cela n’introduit pas d’am-
biguité.

Une stratégie représente de maniére abstraite un morceau de code produit,
chargé de calculer un résultat correct pour une requéte Ry sur une valeur d’entrée
v = (v1,v2). Ce code a la forme d’un arbre fini. Un nceud interne (i, R) — (sg)r:r
correspond a ’évaluation de la sous-requéte R sur la valeur v;. La famille (sg)p.r
indique comment continuer le calcul, en fonction de la réussite ou de I’échec de
chaque requéte atomique dans R. Les feuilles de 'arbre sont atteintes lorsque
suffisamment d’information est disponible pour calculer un résultat correct pour
Ry. Le résultat pour une requéte atomique r € Ry est calculé par une expression
cible. L’expression cible rX renvoie le résultat indiqué. L’expression cible x
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renvoie 'environnement {x +— v} ol v est la valeur courante. L’expression cible
e1 @ e permet de combiner deux résultats. L’expression cible (4,7 x) utilise le
résultat d’une sous-requéte atomique r sur v;, en le restreignant aux variables
de X. Ce résultat doit étre disponible, c’est-a-dire qu’il doit avoir été calculé
par la stratégie lors de 'appel d’une sous-requéte R sur v;, avec r € R.

8.3.5 Langage cible : sémantique

Nous allons formaliser la sémantique du langage cible. Il faut conserver les
résultats des sous-requétes évaluées au cours d’une stratégie. Nous définissons
pour cela une notion de paquet d’information.

Definition 8.9 (Paquets) Un paquet d’information [ est un couple de ré-
sultats de requétes (Ry,Rq). On pose Dom(l) = (Dom(Ry), Dom(Rz)). On note
19 le paquet d’information (R?,R?).

Definition 8.10 On définit la correction d’un paquet d’information (Ri,Rsz)
pour une valeur v = (v1,v2) par :

vl (R, Ry) < Vi. v; I R;

Sil = (R, R2) est un paquet d’information, on note [U (1 : R) = (R UR, R2)
et 1U(2:R) = (Ry, Ry UR).

Lemme 8.11 Soit v = (v1,v2) une valeur et i = 1..2. Siv; E R et v E 1, alors
vEIU(:R).

La Figure 8.1 introduit deux jugements, qui formalisent la sémantique du
langage cible :

9 : o | .
— Evaluation d’une stratégie : sfto:! X Ro, ol v est une valeur de la forme
(U17U2)7 Dom(l]) = I, et DOm(Ro) = RO-

Z . . . v,l . ,
— Evaluation d’une expression cible : X! ~ r ol r est un résultat pour X.

Le choix d’un résultat correct pour la sous-requéte R dans la regle (subreq)
est arbitraire. Le non-déterminisme de la sémantique provient uniquement de
ces choix, et les conditions de bonne formation dans la syntaxe du langage
cible garantissent 'absence d’erreur d’exécution (c¢’est-a-dire qu’il est toujours
possible de construire une dérivation, pour n’importe quel choix de R dans la
regle (subreq)). En particulier, dans la reégle (fetch), le résultat R; est bien défini
sur la requéte atomique r.

Definition 8.12 (Correction) On définit la correction d’une stratégie s™o-!

pour un paquet d’information | (avec Dom(l) = I) par :

v,l
SRO’I v |R0

= vIFRy
vl

IFsfol — vv.vueo.{

Lorsque | = 19, on s’autorise & Uomettre dans Uécriture de ce jugement.

Intuitivement, le prédicat I IF s®o:T signifie que ’'on peut utiliser la stratégie s
pour calculer un résultat correct pour la requéte Ry sur toute valeur de la forme
v = (v1,v2), a condition de déja disposer du paquet d’information [ (correct pour
v). Comme le paquet 1? est correct pour toute valeur v, le prédicat IF ko1
signifie que 'on peut utiliser la stratégie s pour implémenter le calcul d’'un

résultat correct pour Ry (pour les valeurs qui sont des couples).
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v,l

(Vr € Rp) er ~> 1y

- (assemble)
(er)rERo ~ (TT')7'ER0

v FR Dom(R) =R sg Y R

. v,l
(4, R) = (s»)a:r ~ Ro
(capture)
v,l
x~> {x— v}

(const)

v,l
rX 25 rX

[ = ([Rl, |R2) r = (IRi)r

. 0
(%ﬂx) i~ ix

(fetch)

(VZ) e; ’li;g r;

ﬂ (compose)
v
e P e ~> r{@mry

Fic. 8.1 — Sémantique du langage cible

8.3.6 Information statique

Definition 8.13 Un paquet d’information statique I est un couple de ré-
sultats statiques de requétes (Ry,Rz). On pose Dom(I) = (Dom(Ry), Dom(Rz)).

On note I? le paquet d’information statique (R?,R?). Si I = (R;,Rs) est un
paquet d’information statique, on note IU (1 :R) = (R UR,Rp) et TU(2:R) =
(R1,R2 UR).

Pour un paquet d’information I = (Ry, Rz), on note |I] le paquet d’informa-
tion statique (|Ry[, |Ra]).

Lemme 8.14 On a :
PU(@:R)| =[lJU(i:[R])

Un résultat correct r pour une valeur v sur un bon triplet (p,to, X) donne
une certaine information sur le type de v. En effet, si le résultat est €2, la valeur
est dans = ] p{ et sinon, la valeur est dans {pf. On voit que cela ne dépend que
du résultat statique |r|. En fait, cela n’est vrai que si la valeur est dans ¢y, car
sinon le résultat correct peut étre n’importe quoi.

Definition 8.15 Pour un bon triplet (p,to, X) et un résultat atomique statique
T, on pose :

. | WSVt sir=V
lx:(p,to, X)§ = { (=1 pHV-ty sit=9Q

et pour une requéte atomique r = (q,to, X) :

le:rf=1r:0(r)f
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Le type associé au résultat statique R = (r,)recr d’une requéte R est défini par :

W= A Iz oo

reR

Le type associé au paquet statique I = (R1,Rz) est défini par :
1§ = 1Ry § x [ R

Remarque 8.16 Les types |R| sont dans 3. Ce n’est pas forcément le cas pour
les types 1§ (les socles ne sont pas stables pour le constructeur X ).

Lemme 8.17
whkr:(pt, X)) = ve[llr: (p,to, X)|]
(wikr:r) = ve[llr:r]
(vIFR) = v € [|IR|f]
((v1,v2) IF1) = (v1,v2) € [UIf]

Une information statique to sur une valeur v = (v1,v2) donne des informa-
tions sur vy et vg, & savoir les types my[to] et ma[to]. Si l'on tient compte d’'un
paquet d’information statique I, on peut raffiner 'information to en ¢, = toA]IS.
Ce type n’est pas forcément dans 3 (Remarque 8.16). Cependant, les projections
m1[ty] et ma[ty] peuvent étre représentées par des types dans 1.

Lemme 8.18 Sitqg € 3, T est un paquet d’information statique, et i = 1..2,
alors on peut calculer un type m;[to; I] € 3 tel que m;[toA | If] = m;[to; I]

Preuve: Prenons par exemple ¢ = 1. On peut supposer ¢y < Lprod
(car 1prod € 3). On écrit :

to =~ \/ 1 Xto

(t1,t2)€m(to)

Si I = (Rq,R2), et sil'on pose t; = [R;f, alors {If = ¢} xt;. On a

t; € et:
th=toAN1I~ \[  (AE)x(t2Ath)
(t1,t2)€m(to)
Ainsi :
m[th] ~ V ti | Aty €2
(t1,t2)€m(to) | (%)
ou (x) est la condition taAth, 2 0. O

Remarque 8.19 On constate facilement que m;[to; I| est un sous-type (parfois
strict) de m;[to)A [ RiJ, ot I = (Rq,Ra).
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8.3.7 Elaboration de stratégies

Nous nous intéressons a la maniére de produire des stratégies correctes pour
une requéte donnée. Considérons tout d’abord la construction d’expressions
cible.

La Figure 8.2 donne une méthode pour calculer, étant donné un bon tri-
plet (p,to, X) et un paquet d’information statique I, une expression cible eX:!
qui calcule un résultat correct pour (p,tg, X). La figure définit un jugement
IF (pte,X) = e¥f ou I = Dom(I). Elle utilise un jugement auxiliaire
Ik (q,to,X) = X1,

IALIIALP] =0
(fail)
I+ (p,to,X) =0
Il_(p17tO7X):>e tOA’ZISS’ZPIS
I+ (p1]|p2,to, X) = e
I"(pg,to,X)@e to/\ZIS/\zpljztD
I+ (plpoathX) = e

reX pt(ﬂjx Ik (p,to,X\{2})=e

Ik (p,to,X)=azde
to/\Y_IX
p — (

(first)

(second)

(factor)

reX x:=c) IF (pto,X\{z})=e
IF(pte,X)={x—c}De

€ X Ik (pto,X)=e . € X IF(pty,X)=e

TF (akep o, X) = o M) T (= okepito, X) =

(Vi =1..2) Ity (g, mto; [I5], X NVar(g;)) = e;

(factor)

rod
I+ ((q1,92),t0,X) = e1 @ ey (prod)
to < 14§
succeed
r= (q’ 6,X’) S DOHI(RZ') to < t6 X - X' (fetch)

(R1,R2) Fi (q,t0, X) = (i,7x)

Fia. 8.2 — Production d’expressions cible

Avant d’énoncer et de prouver la correction des expressions produites par ce
jugement, commentons les régles. Pour un bon triplet (p, tg, X), le type {I [ Atg
est 'information statique sous laquelle il faut travailler. Si ce type n’intersecte
pas {pf, le résultat €2 est correct (sila valeur est dans (I §Atg, c’est le vrai résul-
tat, et sinon n’importe quel résultat est correct). Les regles (first) et (second)
permettent de traiter le cas d’un motif alternatif p;|pe. Pour pouvoir les ap-
pliquer, il faut savoir a priori (c’est-a-dire, connaissant I) si le premier motif
réussit ou échoue. Les deux régles (factor) traitent en particulier le cas des
motifs 2&p et (z := c)&p, lorsque = € X (on utilise ensuite (skip) lorsque I'on
a éliminé x de X). Elles sont plus générales, car elles permettent de factoriser
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une capture de variable (ou une liaison (x := ¢)). La regle (prod) permet de
traiter le cas d’un motif (g1, ¢g2) On utilise le jugement auxiliaire F; de chaque
coté, en propageant I'information statique sur chaque composante. Ce jugement
F,; peut renvoyer {} pour une requéte atomique (g, tg, X) si ¢ réussit nécessai-
rement pour toute valeur dans ty, et si de plus X = () (ce qui peut étre une
conséquence de l'utilisation des regles (factor)). Sil'une de ces deux conditions
n’est pas vérifie, on doit utiliser une des sous-requétes atomiques (¢’, ¢, X')
déja évaluées sur v;. On s’autorise & avoir X C X’ et ¢y < ¢ ; cela signifie que
la sous-requéte que 'on utilise peut avoir effectué plus de travail que ce qui est
nécessaire pour (g, tp, X ), mais ce n’est pas grave.

Le théoreme suivant énonce la correction des expressions cible e produites
par le jugement I+ (p,tp,X) = e.

Theoréme 8.20 Pour toute valeur v = (v1,v2) et tout paquet d’information |,
on a limplication :

vl

||]| + (pvthX) e —vvlr: (p,to,X)

el
Preuve: Soit v = (v1,v2) et [ tel que v I- [. Posons I = [I]. On a
donc v € [1If].

On raisonne alors par induction sur la dérivation de I F

(p,to, X) = e. Si v & [to], lassertion v IF r : (p,tg, X) est au-
tomatique. On suppose donc v € [tg], et nous allons prouver que

e (v/p)x (ce qui prouve le résultat, étant donné que la séman-
tique des expressions cible est déterministe).

Regle (fail) : puisque la valeur v est dans (I § Atg, elle n’est
pas dans {pf, et donc v/p = Q.

Regle (first) : d’aprés la prémisse, on obtient que v est dans
1p1§, et donc v/p1|p2 = v/p1, ce qui permet de conclure en utilisant
I’hypothese d’induction.

Regle (second) : on obtient que v n’est pas dans ]p1{, et donc
v/p1lp2 = v/pa.

Regles (factor) : traitons par exemple le cas p fon LS z. On a
alors (v/p);x = {z— v} & (v/P)|x\{a}-

Regles (skip) : Siz & X, ona (v/x&p) x = (v/(x = c)&p)|x =
(U/p)|X-

Regle (prod) @ on a (U/((J17QQ))|X = (Ul/Q1)|XmVar(q1) S5
(v2/G2)|xAVar(gs)» €6 On sait que v; est dans m;[to; [If].

11 suffit donc de voir que si I +; (g, to, X) = e avec v; dans to,
alors e (vi/o(q))x-

Regle (succeed) : On a e = {} et X = 0. Or v;/o(q) n’est pas
Q, car v; est dans ¢y < [qf. Donc (v;/0(q))x = {}.

Regle (fetch) : Supposons e = (i,7x) avec r = (¢, 15, X') €
Dom(R;), I = (R1,R2), et I = (Ry,R3). On a alors e 23 rix ol
r = (R;),. Mais on a supposé que v IF [, ce qui implique v; - r : r.
Or v est dans tg, et donc a fortiori dans t{, et 'on obtient donc
r = (vi/o(q))x- Or X C X', et donc r|x = (vi/o(q))x- O
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Considérons maintenant la construction de stratégies correctes pour une
requéte Ry donnée. La Figure 8.3 définit un jugement I - Ry, = sfo! on
I = Dom(I).

(Vr € Ro) IF o(r) = e,
I+ RQ = (er)reRo

(assemble)

(VR:R) TUI(i,R) - Ro = ss
IFRy= (Z,R) — (SR)R:R

(subreq)

Fia. 8.3 — Production de stratégies

Il y a deux possibilités pour construire une stratégie. Soit I'on dispose de suf-
fisamment d’information dans I pour calculer un résultat correct pour toutes les
requétes atomiques dans Ry, et dans ce cas on peut appliquer la regle (assemble),
soit il faut se décider a appliquer une sous-requéte R (& choisir) sur v;, ce qui
permet, suivant le résultat statique qui en ressort, d’obtenir plus d’information
(regle (subreq)).

Theoréme 8.21 SiIF Ry = sl alors, pour tout paquet d’information | tel
que I=|0|, on a :
1IF sfio!

En particulier, si I - Ry = s® ! alors :

I sfio!

Preuve: Par induction sur la dérivation de I F Ry = sfol. Soit
v = (v1,v2), et [ tel que I = |I] et v IF [. Il S’agit de voir que si

v,l
sfol 5 Ry, alors v I Ry.

Regle (assemble) : La sémantique donne Ry = (r,),cr,, avec

e, 23 rrou Ik o(r) = e, (pour chaque r € Ry). Le Théoreme 8.20

donne v IF r,. : 7, et donc v IF Ry.
JUGER
Regle (subreq) : La sémantique donne s wILGR) Ry pour un

certain résultat v; IF R avec Dom(R) = R. Le Lemme 8.11 donne
v IF1U (7 : R). Prenons R = |R|. On constate que [1U (i: R)| =
IU (i : R), et la prémisse de (subreq) qui correspond & R donne
bien, par induction : v IF Rq. |

Elaboration de stratégies Les systémes définis dans les figures 8.2 et 8.3
ne donnent pas des constructions effectives pour les expressions cible ou les
stratégies. Un schéma d’élaboration de stratégie est défini par :
— la maniere de construire une expression cible pour un paquet d’information
statique et un bon triplet (p,tg, X) donnés, lorsque c’est possible;
— la maniere de choisir la sous-requéte (i, R) a appliquer lorsque qu’il n’est
pas possible de construire une expression cible pour toutes les requétes
atomiques de R avec le paquet d’information statique donné.
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La maniere de construire une expression cible lorsque c’est possible re-
vient & spécifier une maniére de construire une dérivation pour le jugement
I+ (p,to,X) = e. Une approche naturelle consiste & appliquer les régles (fail),
(factor) et (succeed) dés que possible.

Nous allons maintenant donner un outil qui permet de choisir les sous-
requétes a appliquer. Pour cela, nous allons rendre explicite ce qui empéche de
construire une expression cible pour un bon triplet (p,tp, X ), et montrer com-
ment le choix des sous-requétes permet de supprimer ces obstructions. Considé-
rons le jugement I F (p,to, X) défini a la Figure 8.4. L’élément essentiel est la
régle (daemon), qui permet de suppléer la regle (fetch) lorsque celle-ci ne peut
pas s’appliquer.

WATIJALPf~0
I+ (p,to,X)

Ik (p1,to,X) I (pa,to\pif, X)

(fail)

alt
I+ (pilp2;to, X) (até)
toATLS
zeX p =z IF (p, to, X\{z}) (factor)

Ik (p7t07X)

zeXx p™ B @i=0) 1+ (pte, X\{z})

I+ (p,to,X) acter)

I+ (z&p,to, X) e (e S R
(vi=1.2) TFi (@ mlto; 11}, X O Varlas)
ro
I+ ((q17q2)5t05X) g
to < 14§

m (succeed)

r=(athX) eDom(R) t<ty XCX'

(R17R2) |_1 (qathX)

— (d
I '_z (q7t07X) ( aemon)

Fi1G. 8.4 — Squelette de production d’expressions cible

Lemme 8.22 Si It (p,to,X) = e et ttA ] I <tp, alors ITF (p, 1y, X) = e.
| Preuve: Par induction sur la dérivation de I+ (p,tg, X) =e. O

Lemme 8.23 Considérons une dérivation de I+ (p,to, X) qui n'utilise pas la
regle (daemon). Alors :

— soit toA 1 I§ < 1pf, soit toA ]I A pf ~0;

— on peut calculer une expression cible e telle que I+ (p,tg, X) = e.
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Preuve: La preuve se fait par induction sur la dérivation de I +
(p,to, X). Les régles (fail), (factor) et (skip) sont immédiates.

Considérons la régle (alt). Par induction, on construit deux
expressions e; telles que I F (p1,t0,X) = e1 et I F (pa,to\ |
plg,X) = eq. Si toA z IS < lplL alors toA z IS < zpllpgj, et donc
It (pilp2,to, X) = e1. Sinon, on a toA ] I fA I p1f ~ 0, et donc
toA1I] < to\{p1S. Le Lemme 8.22 donne ainsi I - (pa, to, X) = ea,
et la régle (second) s’applique : I+ (p1|p2,to, X) = es.

Considérons la regle (prod), et posons t; = m;[to; I] =~ m;[toA |
If]. On constate d’abord que si I t; (g;,t;, X;) avec 'une des régles
(succeed) ou (fetch) (mais pas (daemon)), alors soit t;A ] ¢;§ ~
0, soit ¢; < {¢;f§. Pour la régle (succeed), c’est trivial. Pour la
regle (fetch), on prend r = (g;,t;, X!) € Dom(R;) tel que ¢} < ¢/,
X; C X!.Si (Ry)r = v, alors [R;| < {g; § vAth; or t; < [R;f, et
donc t; < 1¢;§. Si (R;), = Q, alors [R;f < (=1 ;) vV —tl, et donc
t; <-1¢f, dou finalement t;A ] ¢;§ ~ 0.

On a toA [ I§ < #1Xts et [(q1,¢2)] = a1 § X | ¢2f. Donc si
t1 < 1q1f et ta <1gaf, alors toA1I < (g1, ¢2)S. Sinon, par exemple
sith < 2@, alors oA 1T F AT (q1,42)f < (0 Tanf)xt2)A(lar §
x 1 qaf) ~ 0. O

Remarque 8.24 Ce résultat admet une réciproque : si I F (p,tg,X) = e,
alors on peut construire une dérivation de I b (p,to, X) sans utiliser la régle
(daemon). Essentiellement, il suffit d’effacer les = e dans la dérivation de
It (p,to,X) = e. Chaque instance de la régle (first) ou (second) se transforme
en une instance de la régle (alt), et la prémisse manquante s’obtient avec la régle

(fail).

Lemme 8.25 Pour tout bon triplet (p,to, X) et tout paquet d’information sta-
tique I, on peut construire une dérivation de I+ (p,tg, X).

En effet, il n’y a aucune « obstruction » grace a la régle (daemon). Comme
pour le jugement I F (p,tg,X) = e, un choix naturel pour construire une
dérivation de I F (p,tp, X) consiste & appliquer les regles (fail),(factor) et
(succeed) autant que possible.

Pour construire une stratégie pour Ry en partant d’un paquet d’information
statique I, on commence par construire des dérivations pour les o(r) (pour
r € Rp), avec aussi peu de reégles (daemon) que possible (ce n’est pas une
contrainte forte : ce n’est pas grave si 'on « rate » certaines regles qui évitent
d’utiliser (daemon), comme la factorisation, nous produirons juste une stratégie
moins efficace). Si on arrive a le faire sans utiliser aucune regle (daemon), c’est
gagné, on peut construire une stratégie avec la regle (assemble), c’est-a-dire
sans faire de sous-requéte. Il suffit d’appliquer le Lemme 8.23 pour construire
une expression cible pour chaque requéte atomique de Ry.

Sinon, il faut choisir ¢ = 1..2 et une requéte R a appliquer sur v;. Regardons
ce qu'il advient des instances de (daemon) si 'on travaille non plus avec I,
mais avec I’ = T U (i : R) ol R est un résultat statique pour R. On raffine
I'information statique : [I’{ < 1If. On voit que les dérivations des I F o(r)
donnent trivialement des dérivations de I’ - o(r). En fait, on peut remplacer une
régle (daemon) qui prouve I’ F; (q,tg, X) par une instance de (fetch), pourvu
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que la requéte atomique (g, tp, X ) est dans R (ou si une requéte (¢',ty, X') est
dans R avec les conditions de la regle (fetch)). En effet, si I = (R},R}), on a:
Dom(R}) = Dom(R;) U R.

Mais I'information statique I’ plus précise peut permettre de simplifier en-
core plus les dérivations des I F o(r), en autorisant & appliquer plus de regles
(factor), (fail), (succeed). En général, parmi les 2™ résultats statiques R (ou n
est le cardinal de R), nombreux sont ceux qui sont « impossible », c’esta-dire
tels que [I’f ~ 0, ce qui permet d’appliquer immédiatement la régle ( fail) pour
toutes les requétes atomiques de Ry.

En tout cas, si I’on choisit 7 et R de sorte a garantir qu’il existe au moins une
des regles (daemon) qui peut se transformer en (fetch), on arrive & diminuer le
nombre de régles (daemon) utilisées. En procédant par induction sur ce nombre,
on arrive a construire une stratégie pour Ry.

La section suivante donne des exemples de constructions.

8.3.8 Exemples de constructions

Stratégie gauche-droite Dans une stratégie gauche-droite, on s’impose de
n’effectuer qu’une seule requéte sur chaque sous-arbre (gauche et droite), et de
commencer pas le sous-arbre gauche (le choix symétrique est évidemment pos-
sible). Cela implémente I'idée des paragraphes « Déterminisation descendante »
et « Propagation latérale » de la Section 8.2. Comme on ne visite qu'une fois
chaque sous-arbre, il n’est pas utile d’utiliser la memoization.

Les stratégies gauche-droite ont la forme (1,R;) — (sp)a:r, avec sy =
(2, R2(R)) — ((erp/,r)reRo)r:Ra(r), Ot R1 est la requéte a calculer sur v; et
R3(R) est la requéte & calculer sur vq (elle peut dépendre du résultat de Ry).

Pour construire s, on part d’une dérivation I1? o(r) pour chaque r € Ry. On
considere toutes les régles (daemon) utilisées dans cette dérivation, avec i = 1.
On prend pour R; l'ensemble des requétes atomiques r correspondantes. Pour
chaque R : Ry, on simplifie la dérivation obtenue. Toutes les regles (daemon)
qui restent sont de la forme I’ 5 7. On prend pour Ry(R) I'ensemble de ces
requétes atomiques r. Pour chaque R’ : Ry(R), on obtient apres simplification
des dérivations qui n’utilisent pas la regle (daemon), et on peut donc construire
les expressions cible.

Stratégie itérative Une stratégie itérative consiste a appliquer uniquement
des sous-requétes constituées d’une unique requéte atomique. Etant donné des
dérivations de I - o(r) pour les 7 € Ry, on choisit une instance de la regle
(daemon), soit I F; r, et on construit la stratégie (i, {r}) — (sg). Les stratégies
sg sont construites de méme, en partant de I U (¢ : R), apres avoir simplifié la
dérivation, et ainsi de suite. On diminue a chaque étape d’au moins 1 le nombre
de regles (daemon) utilisées, ce qui assure la terminaison du processus.

Un choix naturel pour trouver la régle (daemon) consiste & la chercher
d’abord dans la dérivation pour p;, avant celle pour py, dans la regle (alt).
En effet, si p; réussit, 'information statique sera suffisante pour ignorer ps,
alors que l'inverse n’est pas vrai (évidemment, si {p; [A{paf ~ 0, cet argument
ne tient pas).

Un exemple concret Nous allons donner un exemple concret de construction
de stratégie. Cet exemple ne fait pas intervenir de variables de capture, ce qui



166 Chapitre 8. Compilation du filtrage

simplifie un peu les choses (en particulier, on peut toujours se passer de la regle
(fetch), et n’utiliser que (fail) et (succeed)). Nous prenons tg = (t1 Xta)V(Lxt3)
ol taAt3 ~ 0, et q tel que o(q) = (q1,42), avec Var(g;) = 0 et (g;§ = ¢; (on peut
prendre o(g;) = t; si les t; sont des types de base, et sinon, on peut appliquer la
mise en forme normale de la Section 6.5.2). Nous nous intéressons & la requéte
Ry = {(Q7 to, @)}

Voici une dérivation obtenue avec les regles de la Figure 8.4 :

(daemon) (daemon)

4 (q1,1,0) 10 15 (g2, taVi3, 0) (prod)

1+ ((q1, 42), to. 0)

Nous sommes obligés d’utiliser les régles (daemon) parce qu’il n’y a aucune
requéte dans le paquet d’information statique initialement vide, ce qui empéche
d’utiliser la regle (fetch), et que la reégle (succeed) ne s’applique pas non plus.
Pour continuer la construction de la stratégie, il faut maintenant choisir entre
appliquer la requéte Ry = {(q1,1,0)} au sous-arbre gauche, et appliquer la
requéte Ro = {(qo,t2Vts, )} au sous-arbre droit.

Regardons les deux possibilités successivement. On choisit de commencer
la stratégie par (1, Ry) +— (...). Il faut compléter les .... Il y a deux résultats
statiques R; possibles pour Rj, qui correspondent au succes ou a ’échec de son
unique requéte atomique 7. En cas d’échec : Ry = {r; — Q}. On a alors :
1I(1,R1)§ = (mt1]71)x1 ~ (=t1)x 1. Cela permet d’utiliser directement la regle
(fail) :

to\ z I(l,Rl) S/\ z (q17 QQ)S o~ to/\((—!tl))(]l)/\(tlxtg) ~0
I(l, Rl) l_ ((ql, QQ), to, @)
et 'on peut instrumenter cette dérivation (avec les regles de la Figure 8.2) pour
obtenir 1’expression cible €.

En cas de succes de rq, c’est-a-dire si Ry = {r1 — v'}, on obtient {I(1,Ry)f =
(t1]71)x1 ~ ¢;x1. On peut alors éliminer une instance de la régle (daemon),
mais la deuxiéme subsiste nécessairement :

ty <1aif
I(laRl) F1 (qlatla(b) I(]-aRl) o (q27t2Vt37®)

I(17 Rl) F ((qh QQ), tOv ®)
On applique alors la requéte Ro sur le sous-arbre droit, c’est-a-dire que l'on
continue la stratégie par (2, Rz) — (...). Il faut de nouveau distinguer suivant
le succes ou I'échec de I'unique requéte atomique o de Ry. SiRy = {re — Q}, on
obtient {Ro§ = (—ta)V-(t2ViE3) ~ —ta, et donc, en posant Io = I(1,R1)UI(2,Ry):
112§ = t1x(—t2), ce qui permet d’utiliser (fail) directement :
toA 1T TA T (q1,62)5 = toA(t1 X (mt2) )A(t1 Xt2) =~ 0

I - ((q1,92), to, 0)
Si Ry = {ro — Vv'}, on obtient [Rof = toV~(t2Vis) =~ —t3, et donc, en posant
Io =1I(1,R1)UI(2,Re): I2f = t1x(—t3), ce qui permet de remplacer (daemon)

par (succeed) :
ty < a1 ta < 1q2f
I k1 (q1,t1,0) Iz k2 (q2,t2,0)
Io F ((q1,92), to, 0)

(faal)

(succeed) (daemon)

(prod)

(fail)

(succeed) (succeed)

(prod)
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ce qui correspond & ’expression cible {} @ {}, qui est équivalente & {}.
Globalement, en adoptant cette approche gauche-droite, on a obtenu la stra-
tégie :

{ri—Q} —» Q

s1=(1,R) {rimvi = (2 R) {

{ra—Q} — Q
{ra= v}y = {}

Considérons maintenant 1’autre choix possible, a savoir de commencer par
la sous-requéte Ry. En cas d’échec, on obtient [I(2,Rs){ ~ 1x—ty, d’ou direc-
tement :

toATI(2,R2) AL (q1,92)] =0
I(27 RQ) = ((QIa q2)7 th @)
En cas de succes, si Ry = {ra — v}, on obtient [Raf ~ —t3, et donc, toA ]

I(2,R2)] = t1xt2, ce qui permet de remplacer les deux régles (daemon) par
(succeed) :

(fail)

t1 <1a1f ta < gaf
I(27R2) l_l ((]17t17®) I(27R2) }_2 ((I%tQ,@)
1(27R2> = ((q17QQ)at07@)

(succeed)

(prod)

(succeed)

ce qui correspond de nouveau & l’expression cible {} & {}, qui se simplifie en {}.
La stratégie que 'on vient de construire est :

_ {ro—Q} — Q
SRCUIISS iatv Ja

On peut alors se demander quelle stratégie il vaut mieux choisir, entre sy et
so. Il n’y a pas a priori de meilleur choix. La stratégie so semble plus simple,
puisqu’elle permet d’ignorer dans tous les cas le sous-arbre gauche, et qu’elle
doit de toute maniere étre utilisée en cas d’échec de ry si 'on utilise s1 (s2
apparait comme une sous-stratégie de s1). Mais cela n’est pas suffisant pour
dire que s est nécessairement meilleur.

Si la sous-requéte r1 = (q1, 1, ?) est plus beaucoup facile & évaluer que 75 (par
exemple si t1 est un type de base, et que pour distinguer entre les types o et t3
il faut aller chercher en profondeur dans la valeur), et qu’il arrive effectivement,
a l'exécution, que r; échoue, alors il est préférable d’utiliser s; qui va parfois
éviter d’évaluer ro (ce qui compense le fait que lorsque 71 réussit, on a fait un
calcul inutile). Un autre cas dans lequel il vaut mieux utiliser s; est lorsque 7
est seulement un petit peu plus facile a évaluer que ro, et qu’a 'exécution, le
plus souvent, r; échoue. En effet, choisir s; dans cette situation permet d’éviter
le plus souvent ry, et méme si le gain est faible, il est souvent réalisé. Donnons
un modele probabiliste simple pour appuyer 'intuition. On suppose que le cout
de r1 est constant, soit C7, et que la probabilité de réussit de r1 est 0 < a1 < 1.
De méme, on introduit C5, le cout de 2. En ne considérant que le cotut des sous-
requétes, le colit moyen de s est alors a1 (Cy + Co) + (1 — a1)C1 = Cy + a1 Cs
(si 7y réussit, il faut aussi évaluer r2). Le coiit moyen de s est simplement Cj.
Choisir s; est donc préférable des que :

Cl S (1 - al)Cg
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ce qui permet de retrouver les cas de la discussion informelle ci-dessus. Evi-
demment, la valeur de a; est inconnue du compilateur (elle dépend des valeurs
effectivement manipulées & 'exécution), et le fait d’avoir supposé le coiit des
sous-requétes comme étant constant n’est pas fondé (il dépend également des
valeurs effectivement rencontrées). Cette analyse suggere néanmoins qu’il n’est
pas possible de se reposer sur une hypothétique notion d’optimalité pour choisir
entre les diverses stratégies possibles : il s’agit bien d’un choix heuristique.

Remarque 8.26 Levin et Pierce [LP04] suggérent une heuristique de « facteur
de branchement mazimal », qui, reformulée dans notre formalisme, suggérerait
de choisir so dans cet exemple (inspiré de l’exemple présenté a la Figure 3 de
leur article).

8.4 Factorisation des captures

Dans cette section, nous montrons comment calculer les prédicats p Lo, g
et p 2 (z := ¢) introduits a la Section 8.3.

Le prédicat p Lo, (z := c) est le plus facile, car on peut simplement utiliser
l’algorithme de typage du filtrage. En effet, en utilisant le Théoreme 6.12, on
constate :

P (wi=c) = (A LP)/P)(@) < be
et 'on a vu comment calculer Uenvironnement ((tA { pf)/p).

Passons au prédicat p 9, 2. Nous allons en fait axiomatiser de maniere
inductive sa négation. Considérons le jugement - (p, to, ) défini par le systeme
de regles ci-dessous :

z ¢ Var(p)

F (p,to, )

F(p1,toA Ipif,z) F (p2,to\ [ p1f, @)
F (p1lp2; to, ) = (p1lp2; to, )
Ji. F(0(qi), milto], =)

F((q1,g2) to, v) (prod)
Vi. = (pi,to, )
F (p1&p2; to, T)

tO ﬁ bc
F ((z :=c¢),to, )

Lemme 8.27 Soit p un motif bien formé, v € pf, et x € Var(p). Alors la
valeur (v/p)(z), vue comme un arbre binaire, a au plus autant de neuds que v.

Preuve: Par induction sur le couple (v, p), en suivant la définition
de la sémantique du filtrage. |

Lemme 8.28 Soit q1,q2 deuz neuds de motif, v une valeur, et x € Var(qy) U
Var(gz). Alors :

(v/(q1,q2))(x) =v <= v = (v1,v2) AVi. (x € Var(q;) Avi = (v;/o(g;))(x))
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Preuve: L’implication <« est triviale. Prouvons l'implication =.
Tout d’abord, si v n’est pas un couple, alors (v/(q1,q2))(x) = Q.
Supposons donc v = (v1,v2). Si & € Var(qy) N Var(gz), on a
(vi,v2) = v = (v/(q1, @) (@) = ((01/0(q1))(x), (v1/0(g2))(x)),
et donc v; = (v;/0(¢;))(x). Montrons qu’il est impossible d’avoir
x € Var(q1)\Var(qz), le cas symétrique se traitant de méme. Si
x € Var(q1)\Var(gz2), alors (v1,v2) = (v1/0(ge2))(x), ce qui contre-
dit le Lemme 8.27. O

Theoréme 8.29 On a : p LIV =(F (p, toA { p§, x))

Preuve: Quitte & remplacer ¢y par toA | pf, on peut évidemment
supposer que to < {pf.

On montre d’abord, par induction sur la dérivation, 'implica-
tion (- (p,tg,x)) = —(p Lo, x), en supposant que tg < [pf. Plus
précisément, on associe & une dérivation de - (p,toA | pf,z) une
valeur v € [[to] telle que v/p # v. Tous les cas sont faciles. La regle
(prod) se traite avec le Lemme 8.28.

Pour prouver I'implication —(p Lo, z) = (- (p,to,x)), nous
montrons en fait ’assertion suivante, par induction sur le couple
(v,p) :

(v € [to] Az € Var(p) A (v/p)(x) # 2) = (- (p, to, ¥))

L’induction suit la sémantique du filtrage. Tous les cas sont faciles.
La regle (prod) se traite avec le Lemme 8.28. O

Pour savoir si la variable z se factorise dans le motif p pour un type d’entrée
to, il s’agit donc de calculer le prédicat inductif défini par les regles données
plus haut. Cela rentre directement dans le formalisme de la Section 7.1, et 'on
peut donc utiliser par exemple l’algorithme sans retour-arriere pour décider si
le jugement + (p, toA | pf, x) est dérivable ou non.
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Chapitre 9

Enregistrements

Dans ce chapitre, nous allons étendre le calcul du Chapitre 5 avec une nou-
velle classe de types, valeurs et motifs : les enregistrements. Nous indiquons
comment adapter les définitions et les résultats des chapitres précédents.

Soit £ un ensemble infini d’étiquettes. Les valeurs enregistrement sont des
fonctions d’'un ensemble fini d’étiquettes dans les valeurs. Pour simplifier 1’ex-
posé, nous allons en fait supposer que les enregistrements sont définis sur tout
Iensemble £ mais qu’ils sont constants sur presque toutes les étiquettes (c’est-
a-dire sur un ensemble cofini). Nous verrons & la Section 9.5 comment coder des
fonctions partielles.

Fonctions presque constantes Pour un ensemble Z quelconque, une fonc-
tion 7 : L — Z est dite presque constante s’il existe un élément z € Z tel que
Iensemble {I € L | f(I) # z} est fini. L’élément z est uniquement identifié. On le
note def(r). On pose : Dom(r) := {l | f(I) # def(r)}. L’ensemble des fonctions
presque constantes de £ dans Z est noté £ = Z.

La notation {l1 = z1;...;ln, = 2zn;__ = z} désigne la fonction r € L 5z
définie par r(l;) = z; pour i = 1l.n et r(l) = z pour I & {ly,...,l,}. Tout
élément r € £ 5 Z s’écrit sous cette forme, et on peut méme choisir ’ensemble
{l1,...,1,} arbitrairement grand, mais cette écriture n’est pas unique (elle le

devient si on impose d’avoir z; # z).
&

Si (Z))iec est une famille de sous-ensembles de Z, on note HZl le sous-
lec
ensemble de £ % Z constitué des fonctions r telles que r(I) € Z; pour toute
étiquette [.

9.1 Types

9.1.1 Algebre de types

Atomes Nous introduisons d’abord les types enregistrements dans ’algebre
minimale définie & la Section 3.3. Le foncteur F’ donne la signature des construc-
teurs. Nous avions posé :

a€ FX i=zxz—zx | zxx | b
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Nous prenons maintenant :
a€FX i=x—zx | oxz | b | r

N s . 7172 c . .
ou r désigne un élément de £ — X. Nous disposons d’un nouvel univers d’atomes
rec, en plus de fun, prod, basic. L’ensemble des atomes dans cet univers est :

TreczﬁgT:{{ll:91;...;ln:0n;_:00}|0i€T}

Socle Nous étendons la définition d’un socle 3 en imposant que si r € Tyec
est un atome enregistrement qui apparait dans PUN (avec (P, N) dans un type
de 3), alors 7(r(1)) € 3 pour tout [ € L. Autrement dit :

{li=0y;...5l,=0,;_=6} € PUN =Vi=0.n.7(0;) € 3

9.1.2 Modéles

On reprend la définition de l'interprétation extensionnelle associée a une
interprétation ensembliste [ ] : T — P (D) (Définition 4.2). On pose :

ED:=C+DxD+P(Dx Dq)+L 5D
et,pourr € L 5T :

Elr] = [[Irr)) € £ 5 D

leL

On note EpeeD = £ = D.

Dans la définition d’un modele bien fondé (Définition 4.3), on ajoute la
condition :

delSD=vViel. d()ad

Dans la définition d’un modele structurel (Définition 4.4), on demande que D
soit solution initiale d’une équation de la forme :

D=C+DxD+P(DxDgq)+L->D

et que, pour r € £L 5T :

Ir] = EF]

9.1.3 Sous-typage

Nous reprenons la démarche de la Section 4.3. L’analogue des Lemmes 4.6
et 4.9 est donné par :
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Lemme 9.1 Soient (X;)icp et (X;)ien deuz familles d’éléments de L = P(D).
Soit L D U Dom(X;). Alors :

i€ PUN
O 1Ixo<cUI[x0
i€EPIlEL iENIEL
—
Jen. xmc U x0 (4)
icpP ieN | u(i)=l
Jip € N. (u(i ﬂ def(X;) C def(X;,) (i1
Ve:N—LU{ }. iep

|
=

(iid)

v
() def (X))

i€eP

(avec la convention (;cy HXi(l) =L£5%D)
leL

Preuve: Montrons d’abord la contraposée de I'implication =-. Sup-
posons donc l'existence d’une fonction ¢ qui ne vérifie aucune
des trois conditions (i), (¢4), (#i) du membre droit. Nous allons
construire un élément p qui infirme linclusion ensembliste du
membre gauche. Sur L, les valeurs de p sont données par (i). On
choisit p(l) dans I’ensemble :

Nxov U xo

ieP iEN | ()=l

ce qui garantit déja que p n’est pas dans HXZ( si (i) € L.
lel
_, on choisit un l;, € L, tous

Pour chaque i tel que ¢(ip) =
liy) un élément de

distincts, et 'on prend pour p(

[ det(X;)\def(X;,)

i€EP

qui n’est pas vide, d’apres (i), et cela garantit que p n’est pas dans

HXiO si ¢(ig)

lel
I1 ne reste plus qu’a compléter p sur les étiquettes [ € L\L qui
ne sont pas de la forme [;, pour ¢(ig) = __. On choisit un élément
d de
() def(X
ieP

qui n’est pas vide d’apres (ii) et I’on pose p(l) = d pour toute ces
étiquettes. On a ainsi construit une fonction p presque constante,
et qui infirme 'inclusion du membre gauche.
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Passons maintenant a la preuve de 'implication <, encore par
contraposition. On prend une fonction p qui infirme 'inclusion du
membre gauche. Pour tout ig € N, on peut donc trouver une éti-
quette [;, telle que :

p(liy) € () Xilig)\Xi, (lig)

i€EP

Nous définissons une fonction ¢ : N — LU {_} par t(ip) = I,
si l;, € L et 1(ig) = __ sinon. Vérifions que cette fonction ¢ in-
firme les assertions (7),(4i) et (4i%). Si (¢) était vraie, nous pour-
rions trouver | € L et ig € N avec (i) = [ et p(l) € X;,(I) (car
p(l) € Niep Xi(1)). Mais ¢(ig) = I donne [ = lg, et p(li,) & Xio(liy)-
Passons a 'assertion (ii). Soit ig € N avec t(ip) = _, c’est-a-dire
liy, € L. On a donc p(l;,) = def(p), et X;(l;,) = def(X;) pour
i € PUN, ce qui donne : def(p) € [;cp def(X;)\def(X;,), et suf-
fit donc & infirmer (i7). Quant a (7i7), il suffit de considérer def(p),
qui est bien dans ;. p def(X;). O

Remarque 9.2 Le résultat provient de la constatation suivante. On peut iden-
tifier l’ensemble £ = Z avec :

12 x ((E\L) A Z)

leL

On se raméne ainsi a un probleme d’inclusion entre une intersection et une
réunion de produits cartésiens finis, probleme que l’on a déja rencontré dans le
deuzx de produits a deuz éléments (Lemme 4.6) et qui se généralise facilement.
Pour la derniére composante, on doit traiter le probléme de l’inclusion entre une
intersection et une réunion de produits infinis dont toutes les composantes sont
identiques (en se restreignant aux familles presque constantes). Ce probléme est
assez proche de celui traité dans le Lemme 4.8, ce qui explique le point (it), sauf
qu’un produit infini d’ensembles vides est vide, alors que P(0)) n’est pas vide (ce
qui explique le point (iii) ).

De ce résultat, on dérive la maniere d’étendre la définition de I’ensemble ES
(Définition 4.11). On prend :

Crec :=V01: Nyee — LU{_}.

e | NN T ] €S

reP r€Nrec | t(r)=l

V. 3" € Neee- (t(r') = ) A < A T(def(r))\r(def(r’))> S
repP
Vv (/\ T(def(r))> €S

repP

oll Nyee = N NTpec €t L = U Dom(r) (ou un sur-ensemble).

r€PUNyec
La construction d’un modeéle universel (Section 4.5) ne pose pas de probleme.

Un algorithme de calcul du sous-typage pour les modeles universels s’obtient par
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une extension de I'algorithme du Chapitre 7. On peut également appliquer la
technique de la Section 7.3 pour les enregistrements. Plutot que de considérer des
arbres binaires, on utilise un arbre dont le branchement est indexé par LU{ }.

9.1.4 Décomposition, projection

Nous notons L. le type de tous les enregistrements, c’est-a-dire { = 1}.
On définit 'ensemble des étiquettes d’un type t par :

L(t) = U U Dom(r)

(P,N)et re(PUN)NTyec

Soit L = {ly;...;l,} un ensemble fini d’étiquettes. Si (¢;);cz, est une famille
de types, F un ensemble fini de types, et ¢t un type, nous posons :
R((thierito; ) = {li =tiy;...5ln =t,; = to}\
V{l1 =1;...;l,=1;_  =n-s}
sER

Chaque type s € E ajoute une contrainte qui s’interprete en « il existe une
étiquette hors de L dont la valeur est dans s ».

Nous pouvons énoncer I'équivalent des Lemmes 4.34 et 4.35 sur cette repré-
sentation.

Lemme 9.3
R((t1)ier;to; EYAR((t))1er; to; E') == R((tiAt))1cL; toAty; E U E')
Lemme 9.4

R((t1)ierstos EN\R((tDier; t;0) = R((t)ier: t: BU{=tg Vv \[ R((t), )ierito; E)
loeL

v / : i .
ou tl,lo = tl\tl st = lO et tl,lg = tl SINOoNn.

En utilisant ces deux faits et une preuve similaire a celle du Théoreme 4.36, on
peut établir :

Theoréme 9.5 Soit t un type tel que t < Lyee et L(t) C L. Alors il existe un
ensemble fini wl (t) de triplets ((t))ier,to, E) € TY x T x Pp(T) tel que :

St V R((tr); to; E)
((t1),to, E)emi ()
~ Y((t1),to, E) € mh (t). R((t1);t0; E) £ 0
— si 3 est un socle qui contient t, alors : wl, (t) CIE x I x Py(J)
On voit k. comme une fonction partielle, qui est définie sur les types t tels

rec

que t < Lpec et L(t) C L.
Notons que la condition R((#;);%0; E') # 0 est équivalente a :

VieL t; 0

to 20
Vs € E. toAs # 0
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Projection sur une étiquette Pour une étiquette [y et un sous-type t de
1rec, nous voulons définir un type m, [t] tel que, dans un modele structurel :

[, [t = {p(lo) | p € [t}
On peut le voir comme la plus petite solution s a I'inéquation :
t<{lp=s;_=1}

Le Théoreme 9.5 permet de répondre a la question, en se ramenant a des
types de la forme R((t;)1er;to; E) ot l'on a pris L O L(t) U {lp}. L’ensemble
des valeurs possibles pour I'étiquette p(lp) lorsque p décrit [R((t1)icr; to; E)] est
[ti,]- On peut donc poser :

Tl [t} = V ti
((t)rer to, B)Emice(t)
En fait, on pourrait se contenter de L D L(t), en prenant, si ly € L :

o[t = V to

((t)ier to, B)Emfac(t)

En effet, les affirmations « il existe au moins une étiquette hors de L dont
la valeur est dans s », pour s € E, ne donnent aucune information (plus précise
que tg) sur 'ensemble des valeurs possibles pour 1’étiquette .

9.2 Motifs

Nous ajoutons les enregistrements & 1’algebre de motifs (Chapitre 6). Nous
ajoutons un cas dans la définition de 'image GY d’un ensemble Y par le foncteur

G :
peGY =
| r relSY

Dans la définition d’un ensemble stable de motifs (Définition 6.1), nous ajou-
tons la condition (0 or) € £ -5 S, c’est-a-dire :

VreS.vie L. o(r(l))es

Une version plus effective de cette condition est, pour un motif p = {l; =
Q15 5l =i =qo} -
Vi=0.n.0(¢) €S

La condition de bonne formation associé a un motif enregistrement r est :
Viy # ly. Var(r(ly)) N Var(r(ly)) = 0

Une version plus effective de cette condition est, pour un motif p = {l; =
Q15 3ln =i =qo}:

(Vi # j. Var(g;) N Var(g;) = 0) A (Var(go) = 0)

Ainsi, le nceud de motif ¢ répété infiniment souvent dans r ne peut se contenter
que d’effectuer un test de type.
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Sémantique La sémantique du filtrage (dans un modele structurel de support
D) est donnée par :

Pdw)/o(r()) side L 5D

djr= leL
Q sinon
Une version plus effective est, pour un motif p = {l; = ¢1;...;ln = qu;_ =qo}
et un élément d = {l; =dy;...;l, =dn;_=do} :

d/p = dO/U(QO) D...P dn/U(Qn)

Notons que dy/o(qo) ne peut étre que Q ou {}, car Var(c(qp)) = 0 (motif bien
formé).

Typage On étend sans probléeme lopérateur ]_J. En particulier, pour un
motif enregistrement r, nous avons :

lri=1_fooor

ou le membre droit est un atome enregistrement. De maniere plus explicite :

Hh=qi 5lh=gu;_=qo}f ={li=1o(q1)f;-.-;ln = Uo(ga)]; _ = lo(q0)S}

Pour le typage du filtrage, on peut étendre le Lemme 6.11 avec :

(t)r)(x) = (mt]Jo(rl)))(z)

ou étiquette ! est définie par : z € Var(o(r(1))).

Le Théoreme 6.12 s’étend alors sans probleme : il faut simplement introduire
une extension de la notion d’un systéme VX qui tient compte des enregistre-
ments. Un tel systéme est une fonction ¢ : V. — Pp(V +V x V + (L 5 V) +T).

L’élimination de 'intersection (Section 6.5.2) dans les motifs se fait en consta-
tant que, tout comme le constructeur produit X, le constructeur enregistrement
commute avec l'intersection (I'intersection se distribue sur les composantes).

Compilation La technique d’implémentation du filtrage & base de stratégies
pour le cas des valeurs couples (Chapitre 8) s’adapte au cas des valeurs enre-
gistrements (c’est-a-dire d’éléments de L 5 V). Une stratégie pour le cas des
enregistrements peut effectuer deux genres de sous-requétes. Comme dans le cas
des produits, elle peut appliquer une requéte R sur une sous-valeur v(l) ; on note
(I, R) — (sg)r.r une telle stratégie. Elle peut aussi appliquer une requéte R sur
toutes les valeurs v(l) pour [ dans un ensemble cofini £\L (L fini). En fait il n’y
a qu'un nombre fini de valeurs v(l) différentes, ce qui rend ce calcul possible.
On note (L\L, R) — (sg)r:.r cette stratégie. Dans ce cas, toutes les requétes
atomiques (g, tp, X) dans R sont telles que Var(q) = () (et donc X = 0), et le
résultat, pour chaque requéte atomique est la conjonction logique de tout les
résultats pour les sous-valeurs v(l) (I € £L\L), en identifiant Q avec faux et {}
avec vrai.
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9.3 Calcul

Calcul Le calcul du Chapitre 5 s’étend naturellement avec un constructeur
d’enregistrement dans les expressions :

ecf = ...
| p peELSE

Systeme de types La regle de typage associée est :

rel ST (V)TFpQ):r(l)
T'kFp:r

Une expression enregistrement dont toutes les composantes sont des valeurs
est elleeméme une valeur. Toutes les propriétés meta-théoriques du systeme de
types restent valides.

Le lemme d’inversion (Lemme 5.12) s’étend avec :

[rly ={pe LSV |V Fpl):r()}

Sémantique Pour définir la sémantique, on rajoute dans la définition des
contextes d’évaluation des contextes pour réduire une étiquette donnée {l; =
[;l2 =e2;...;ln = en;__ = e} ou un ensemble cofini d’étiquettes avec la méme
expression {l1 =ey;...;lp =en;_ =[]}

Schémas, inférence de types Pour mettre en place 'algorithme d’inférence
de types, nous ajoutons les enregistrements dans la syntaxe des schémas. Un
schéma enregistrement a la forme R((t;);cr;to; E) ot L est un ensemble fini
d’étiquettes et E est un ensemble fini de types. Sa sémantique est donnée par :

{R((B)ier; bo; B)} = {s | 3(0) € [[{t}-3t0 € {Co}-R((t1)iersto; E) < s}
leL

On peut étendre la preuve du Lemme 5.26 en s’inspirant des Lemmes 9.3 et
9.4. La propriété sur le nombre de constructeurs ® imbriqué s’étend au nombre
de constructeurs enregistrement imbriqués. Pour prouver le Lemme 5.27, on
utilise :

0 € {R((t)icr;bt; E)} <= (3.0ec{t})v(©0ec{t})Vv(@scEDec{snl})

et une induction sur le nombre de constructeurs enregistrement imbriqués.
La regle pour les enregistrements dans ’algorithme de typage est donnée
par :

Ilp] := R((T[p(1)])icnom(p); T[def(p)]; 0)
9.4 Opérateur de concaténation

Nous définissons un opérateur de concaténation (ou fusion) d’enregistre-
ments. Il s’agit d’un opérateur binaire p@;p’ ol le type ¢ permet de sélectionner
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lequel des deux arguments fournit la valeur pour chaque étiquette. On s’autorise
& écrire l'expression p @;p’ au lieu de & ((p, p')).
La sémantique est donnée par :

[
(p,p")~ p”

ott p"(I) = p(l) si p(l) & [t],, et p"(1) = p'(1) si p(I) € [t],. Autrement dit, les
champs de p qui sont de type t sont remplacés par ceux correspondant dans p'.
Les cas d’erreur sont donnés par :

U%Q

lorsque v n’est pas un couple d’enregistrements.
Theoréme 9.6 [l n’existe pas en général de typage exact pour l'opérateur &.

Preuve: Soit ¢, c1, ca, c3, ¢4 cing constantes différentes. Posons :
to = R(®§ bCOVbcl 5 Q))XR(Q)Q bcsz63VbC4§ {bvm bz:4})

Les valeurs de to sont donc des couples d’enregistrements (p, p')
ol p n’a que des ¢y ou ¢; comme valeurs et p’ n’a que des cg,c3
ou ¢4, avec au moins un cs et au moins un c4. Soit ¢ = b,. Si
@ avait un typage exact, nous pourrions trouver un type sg qui
représente exactement tous les enregistrements que 1’on peut obte-
nir en combinant avec @®; un couple (p, p’) comme ci-dessus. Pre-
nons ly et Iy deux étiquettes hors de L(sg). L'enregistrement pf =

{lo = co;l1 = co;__ = ca} est dans sg car on peut l'obtenir avec
p={lo=coli =co;_=c1} et p ={lo=cs;ls = ca5_ = c2}.
Par contre, 'enregistrement p = {lp = cp; __ = ca} n’est pas dans

so- En effet, si on obtenait & partir de p et p’, on aurait p'(l) = ¢o
sauf peut-étre pour | = [y, ce qui empéche d’y trouver c3 et cy4
comme attendu. Le fait que p! est dans sg et p§ ne l'est pas donne
une contradiction avec le lemme ci-dessous. O

Lemme 9.7 Soit t un type, et L D L(t). Soient p,p’ deux valeurs enregistre-
ment qui coincident sur L et qui ont la méme image directe pour L\L (p(L\L) =
P (L\L)). Alors : p € [t] <= p' € [t].

Preuve: C’est trivial lorsque ¢ est un type enregistrement atomique,
et la propriété est stable par combinaisons booléennes. O

Nous devons renoncer a un typage exact, et introduire une approximation
pour typer cet opérateur. Nous voyons dans la preuve du Théoreme 9.6 que
I'impossibilité d’avoir un typage exact provient des contraintes existentielles F
dans les R((t1)icr; to; E). Dans la mesure ol ces contraintes ne donnent aucune
information lorsque I'on extrait la valeur d’un champ, il semble raisonnable de
les oublier lorsque 1’on applique I'opérateur &;. Une idée naturelle pour définir
cette approximation est d’associer & un type ¢ < Lyec le type t défini par :

7= V R((t1)ieL:to; 0)

((t) e to, E)eml (t)
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ou L = L(t), c’est-a-dire que I'on supprime les contraintes existentielles E. En
fait, chaque terme de cette réunion peut étre vu comme un atome enregistre-
ment. Nous notons P(t) 'ensemble de ces atomes :

Cependant, une telle définition est délicate a manier. En particulier, il semble
difficile de montrer directement dessus des propriétés simple de 'opérateur
t — t, comme sa monotonie (et méme l'invariance par équivalence de types).
Pour pouvoir raisonner de maniere similaire au Théoreme 4.42, nous allons adop-
ter une approche sémantique en décrivant 'approximation sous la forme d’un
opérateur de saturation sur la sémantique des types.

Definition 9.8 (Adhérence) Soit X un ensemble de valeurs enregistrement.
Nous définissons son adhérence X comme Uensemble des valeurs enregistre-
ment qui coincident avec un certain élément de X sur un ensemble fini arbitraire
d’étiquettes :

X ={p|VLePsL)3 € XVl eL. pl)=p )}

Lemme 9.9 Si X et Y sont deux ensembles de valeurs enregistrement, alors :
-XCX o
- XCY=XCY
Y_ 5§
=0

——

- XUY=XUY

s

=

Preuve: Le seul point qui n’est pis_\igmédiat est l'inclusion C dans
la dernicre égalité. Soit p dans X UY. Supposons que p n’est pas
dans X. On dispose donc de Ly € Py(L) pour lequel il est impos-
sible de trouver p’ € X qui coincide avec p sur Ly. Montrons alors
que p est dans Y. Soit L € P;(L). Comme p est dans X UY, on
peut trouver p’ € X UY qui coincide avec p sur L U Ly, et donc a
fortiori sur Lg, ce qui garantit que p’ n’est pas dans X, et donc il
est dans Y. a

Lemme 9.10 Soitt = R((t;)icr;to; E) et t' = R((t1)icr;to;0). Sit £ 0, alors :
[[t]]v = [[t/]]v

Preuve: Pour prouver l'inclusion C, compte-tenu de ¢ < ¢/, il suffit
de constater que [t'],, est clos par adhérence. En effet, si p est dans
I’adhérence de cet ensemble, alors, pour une étiquette [ arbitraire,
en prenant L' = {l} dans la définition de ’adhérence, on voit que
p(l) € [t (pour I € L) ou p(l) € [to] (pour ! & L), ce qui prouve
que p est dans t'.

Prouvons maintenant que toute valeur enregistrement p de type
t' est dans l’adhérence du type t. Soit L’ un ensemble fini d’éti-
quette. On peut supposer que L C L’. Pour chaque type s € E,
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on choisit une étiquette Iy € L' et une valeur v, de type sAtg
(c’est possible car t 2 0). On suppose les étiquettes I, deux-a-deux
distinctes. On définit alors p’ comme la valeur enregistrement qui
coincide avec p sauf sur les I, et p/(l5) = vs. Cet enregistrement
est dans [t]. O

Avec les Lemmes 9.9 et 9.10, on voit que la définition syntaxique de ¢ coincide,
au niveau sémantique, avec 'opérateur d’adhérence.

Corollaire 9.11 Soit t < l,ec. Alors [[tN]] = m

Ce corollaire donne, avec le Lemme 9.9, des propriétés sur 'opérateur t — ¢
telles que sa monotonie par rapport a la relation de sous-typage.

On peut voir la sémantique de 'opérateur @& comme une fonction V —
Vq. Pour un ensemble X de valeurs, notons & (X) son image directe par cette
fonction, c’est-a-dire {v’ | v/ € Vg, v € X. v v’}

Etudions cette fonction lorsque X est un produit de types enregistrements
atomiques. Pour deux types t1,ta, nous notons fi(t1,t2) = t1 si t1At ~ 0, et
fi(t1,t2) = (¢1\t)Vt2 sinon. On étend cette fonction point-a-point aux atomes
enregistrements fi(r1,72) = (I — fi(r1(1),r2(1))).

Lemme 9.12 Soient t1,ts deuz types non vides et v une valeur de type fi(t1,t2).
Alors il existe deux valeurs vy € [t1],v2 € [t2] telles que vy € [t] = v = vy et
vy € [t] = v =vs.

Lemme 9.13 Sir; 20,75 20, alors :

@ ([ra] x [r2]) = [fe(ri,72)]

Preuve: Montrons d’abord l’inclusion C. Soit v une valeur dans
[r1] % [re]. Cest un couple (p1,p2), avec, pour tout I, p;(I) de
type r;(1). Lorsque l'on applique l'opérateur @, on obtient un
enregistrement p, et il s’agit de vérifier que p(l) est de type
r(l) = fi(r1(l),m2(1)). Si p1(1) est de type t, alors r1(I)At # O,
donc r5(1) < (1), et 'on a de plus p(I) = pa(l), qui est donc bien
de type r(I). Si p1(1) n’est pas de type t, on a p(I) = p1(I), qui est
de type 71 (1), mais pas de type ¢, or 71 (I)\¢ est forcément sous-type
de r(l).

Passons a la preuve de 'inclusion D. Soit p un enregistrement
de type fi(r1,72). Le lemme ci-dessus permet de définir deux en-
registrements p; et po, respectivement de type ry et ra, tels que

@,
(p1, p2) ~> p. U

Etudions maintenant ’ensemble @ ([t1] x [t2]) pour deux sous-types tj,to
de 1,ec. L’idée est d’obtenir un résultat exact modulo adhérence. Nous allons
voir que l'on peut faire cette approximation avant ou apres l'application de
lopérateur @ sans changer le résultat.

Lemme 9.14 Soient X1, Xo deux ensembles d’enregistrements. Alors :

@& (X1 x X3) C @ (X1 x Xa)
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Preuve: Soit p = @ (p1, p2) un élément du membre gauche, avec
pi € )A(; Montrons qu’il est dans ’adhérence de @ (X7 x X5). Soit L
un ensemble fini d’étiquettes. On peut trouver p; € X; qui coincide
avec p; sur L. On pose alors p' = @ (p}, py), qui coincide avec p
sur L. a

Lemme 9.15 Soient ty,ts deuz sous-types de Lyee et X = @& ([t1] x [t2]). Alors
X =& ([t1] x [t2])-

Preuve: Posons X; = [¢t;]. L’inclusion D est une conséquence du
lemme ci-dessus. Dans la mesure ou X; x X5 C )/?1 X )?;, pour
prouver l'inclusion C, il suffit de voir que le membre droit est clos
par adhérence. Cette propriété étant stable par réunion sur t; ou
sur t2, on peut se ramener au cas ot t1 = R((¢])ier;td; E') et
to = R((t})ier;t3; E?) pour un certain L (avec t; % 0) et alors
I’adhérence de t; est représentée par un atome enregistrement r; =
R((t))1er; th; 0) (Lemme 9.10), et on a vu que @ ([r1] x [ra]) est
lui-méme représenté par un atome enregistrement (Lemme 9.13),
et il est donc stable par adhérence. O

Nous pouvons maintenant proposer un typage (non exact) de 'opérateur @.
La relation @ : _—__ est définie par le systéme inductif de la Figure 9.1.

(@{})

@ : (rixre)— fi(ry, ra)
@ t1—s1 @ :ta—sa
@ : (t1Atg)—(s1AS2)
@ i t1—s1 B ta—Se
@ : (t1Vta)—(s1Vs2)

=8 t<t §<s
@ & : t:)s — @)

(@A)

(@V)

Fia. 9.1 — Axiomatisation du typage de opérateur &

Lemme 9.16 L’opérateur @ est bien typé.

Preuve: Comme pour la preuve du Lemme 5.35, il suffit de consi-
dérer la regle (@{}). Ce cas est donné par linclusion C du
Lemme 9.13. O

Lemme 9.17 Soient tg et so deux types. Les assertions suivantes sont équiva-
lentes :
(i) @& : to—>so
(i) @ ([to]) < [sol
(ZZ’L) t() S IlrecXI]-rec
V(t1,t2) S 7T(t0). Vr, € P(t1)7T2 < P(tz). ft(Th’l’g) < 89
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Preuve: Prouvons d’abord (i) = (i¢) par induction sur la dérivation
de @& : to—sp. Pour la régle (@:{}), on obtient en fait une égalité
avec le Lemme 9.13. Pour la reégle (@.V), on utilise le fait que le
membre gauche de (i4) commute avec la réunion. Pour les deux
autres regles, on utilise la monotonie du membre gauche.

Prouvons (i7) = (i4i). Si 'on n’avait pas tp < LyecXLyec, alors
@ ([to]) contiendrait €, ce qui est exclus. Soit (¢1,t2) € 7(tp). On a
t1xte < tg, et donc @& ([t1] x [t2])) C [so]. D’apres le Lemme 9.15
et le Corollaire 9.11, le membre gauche est @ ([t;xt2]). Si r; €
P(t;), alors 7; < t;, et donc @& ([r1] x [r2]) < [s0] et le membre
gauche est [fi(r1,r2)], d’ott Pon déduit bien fi(r1,72) < so.

Prouvons enfin (iii) = (i). On éerit t =V, t1xto. En
écrivant

t2)ET(to)

’r‘q‘,GP(ti)
on voit que :
t < V r1XT9
(tl,tz)Eﬂ'(t)
ri€P(t1)
T2€P(t2)

Avec la regle (@{}) et la régle (& <), on obtient @ : (r1X2)—so,
et I'on conclut avec la regles (@:V). Le cas tg < 0 se traite a part,
avec la regle (@.{}) appliquée a des atomes enregistrement vides.
O

Comme pour 71, lassertion (7i7) permet de déduire une fonction de typage
pour & sur les schémas. On étend la fonction 7 aux schémas t tels que t < 1pr04
par

’7T([|31@U:2) = 7T(UI1)U7T([|32)
Tt ®tk) = {(t,t)}

La fonction P associe a tout type ¢ < Lyec un ensemble fini de types enregis-
trement atomiques, c’est-a-dire de fonctions presque constantes £ — T. Nous
I’étendons pour définir P(t), ensemble fini de fonctions presque constantes r des
étiquettes dans les schémas (on identifie une telle fonction a un R((t;);er; bo; 0)) :

Pt @) = P(t;)uU P(tr)
P(R((&)ier;bos E) = {R((t)ier;to; 0)}

Nous étendons aussi la fonction f; aux couples de schémas enregistrement (rq, rs),
de maniére naturelle. On peut alors donner une définition pour @|t] :

© ft([r17 TQ) si bo < TrecXlrec
(E1,E2)€m (L)
@t[[ﬂ = r1EP(ty)
ro€P(t2)
Q sinon
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9.5 Fonctions partielles

Le formalisme que nous avons adopté pour présenter les enregistrements
est celui des fonctions presque constantes. Par rapport a celui des fonctions a
domaine fini, il a 'avantage d’étre uniforme et de simplifier les énoncés. Dans
cette section, nous montrons comment encoder des fonctions & domaine fini dans
les enregistrements.

Nous choisissons une constante g € C qui représente la valeur des champs
d’enregistrement qui sont en fait non définis. Pour les expressions, on écrit sim-

plement {l; = ejy;...;l, = e,} aulieude {l; = ey;...;l, = en;__ = u}. Pour les
types, on écrit {l1 = t1;...;l, = t,} pour {l; = t1;...;l, = tn;__ = 1} (type
enregistrement ouvert) et {|ly = t1;...;l, = tp|} pour {l; =t1;...;l, =t,; =

N

b.} (type enregistrement fermé), et de méme pour les motifs. A la place d’'une
spécification de champ dans un type enregistrement, on autorise également a
écrire l; : t; pour l; = t;\by, et l; :7t; pour l; = t;Vb,,, et de méme pour les motifs :
l; : p; signifie ; = p;&—b,,. Ainsi, le motif {|l; : z; lo = ((y&-b,)|(y = ¢))|}
accepte tout enregistrement défini sur /1, éventuellement sur lo, et nulle part
ailleurs, et capture la valeur pour l; dans x et celle pour I dans y si ce champ
est défini, et sinon associe la constante c a y.

Opérateurs dérivés On peut également définir un certain nombre d’opéra-
teurs dérivés de @. Pour une constante c, on note @. au lieu de &, . On se
donne une constante cg différente de p (elle ne sert qu’a donner la sémantique
des nouveaux opérateurs, et cette sémantique ne dépend pas du choix de ¢y).
Soit L = {l1,...,l,} un ensemble fini d’étiquettes. L’opérateur de restriction |,
est défini par :

ep =1l =co;...;ln = co; = pf Bee

L’opérateur de suppression \ 7, est défini par :

e ={h =p...;ln=p_ =co} @ee

Pour un type t, 'opérateur de restriction sur ¢ est défini par :

= r®{ = p}

Cet opérateur supprime les champs qui ne sont pas de type ¢t. Enfin, on note
simplement r; @ry pour ro@, 1. C’est un opérateur de concaténation, qui prend,
en cas de conflit pour une étiquette (si les deux arguments sont définis sur cette
étiquette), la valeur du deuxiéme argument.

Domaine fini Sil’on ne s’autorise a écrire que des expressions enregistrement
de la forme {l; = e1;...;l, = e}, c’est-a-dire des enregistrements & domaine
fini (qui valent p presque partout), alors la relation de sous-typage n’est plus
compléte par rapport au modele des valeurs (formellement : 'ensemble des va-
leurs n’est plus un modele). En effet, le type {__ = t} ne contient aucune valeur
des que tAb, ~ 0. Il est tres facile de modifier la définition d’un modele pour
corriger cela : il suffit de prendre, au lieu de £ = D, I'ensemble des fonctions
qui valent p presque partout et cela change alors légerement la relation de sous-
typage (dans la définition de I’ensemble ES, on remplace (A, cp 7(def(r))) € S
par (buAN,cp7(def(r))) € S). Le type {l1 = t1;...;ln = tn;__ :?t} signifie
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alors qu’en dehors des étiquettes [;, l'enregistrement peut étre défini sur un
certain nombre fini d’autres étiquettes, et que les valeurs de ces champs sont
nécessairement dans t.
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Chapitre 10

Présentation du langage

Dans ce chapitre, nous présentons CDuce, un langage de programmation
construit sur les bases théoriques présentées dans les chapitres précédents. CDuce
possede les traits d’un langage de programmation fonctionnel généraliste, mais
il a été congu plus particulierement pour développer des applications qui mani-
pulent de maniere stire des documents XML.

Cette these n’étant pas destinée a fournir un manuel de référence ou un
manuel d’utilisateur pour CDuce, et puisque le langage continue d’évoluer, nous
n’allons pas spécifier formellement sa syntaxe concrete ou sa sémantique, mais
présenter ses caractéristiques via un codage dans le calcul du Chapitre 5, étendu
avec le filtrage (Chapitre 6) et les enregistrements (Chapitre 9).

La syntaxe pour les fonctions en CDuce combine en fait abstraction et fil-
trage :

fun f(tl_’sl; cee ;tn_)sn) pP1— €1 | ce ‘ Pm — Em

L’identificateur f peut étre omis si la fonction n’est pas récursive.

10.1 Types de base, constantes

Nous devons tout d’abord instancier le cadre générique en spécifiant les types
de base et les constantes. Les constantes sont de trois genres : entiers, atomes,
caracteres.

Entiers Nous utilisons des entiers a précision arbitraire. L’ensemble des constantes
entier est donc ’ensemble Z des entiers relatifs. Nous notons Int le type de base
qui dénote tous ces entiers : B[Int] = Z. Nous introduisons également des types

de base intervalles fermés i—j ou i,j € Z, avec Bli—j] = {n | i < n < j},
ainsi que les intervalles ouverts i—oo avec B[i—oo] = {n | i < n} et co—j avec
Bloo—j] = {n | » < j}. Un type singleton i—i est noté simplement .

Tout sous-type t de Int peut s’écrire sous la forme d’une réunion finie de
types intervalles. Cette écriture n’est pas unique. Il existe cependant une dé-
composition canonique, que ’on peut caractériser de deux manieres différentes :

— les intervalles dans la décomposition sont maximaux parmi les intervalles

sous-types de t;
— le nombre d’intervalle dans la décomposition est minimal.
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En pratique, partant d’une décomposition, on obtient cette décomposition ca-
nonique en fusionnant (de maniere itérative) deux intervalles qui ont une inter-
section non vide ou qui se « touchent » (comme i—j et (j + 1)—k).

Le langage possede les opérateurs arithmétiques classiques. L’opérateur d’ad-
dition, par exemple, possede un typage exact, alors que l'opérateur de multipli-
cation n’en a pas. Par exemple, la multiplication d’un entier de type Int et d’'un
entier de type 2 donne sémantiquement ’ensemble des entiers pairs, qui n’est pas
représentable par un type. On peut évidemment donner le type Int systémati-
quement au résultat, ou prendre un type plus précis. Par exemple, on peut faire
de Parithmétique d’intervalles, en spécifiant que ’on prend la décomposition en
intervalles maximaux.

Caracteres Les constantes caractere représentent des éléments du jeu de ca-
racteres Unicode. Chaque constante représente un code point de cette spécifi-
cation, et est donc identifiable & un entier. Nous notons Char le type de tous
les caracteres. Son interprétation est ’ensemble des code points Unicode. Nous
introduisons également des types de base intervalles qui représentent chacun
un segment du jeu Unicode. Le type singleton associé a une constante atome

est un type intervalle. Les caracteéres sont notés entre des guillemets simples
('a'/v,...).

Atomes Les atomes sont utilisés, entre autres, pour représenter les étiquettes
(tags) des éléments XML. Un atome est couple ‘ns : In ol ns est un namespace
XML (c’est-a-~dire une chaine de caracteres Unicode éventuellement vide), et in
est un nom local, au sens de la spécification XML Namespaces [Nam)]. Lorsque ns
est le namespace vide, nous notons simplement ‘In ’atome ‘ns : In. Nous notons
Atom le type de tous les atomes, ‘ns : x celui des atomes dans le namespace ns,
et ‘ns : In celui qui dénote I'unique atome ‘ns : In.

Dans les programmes CDuce, les namespaces ne sont pas écrits directement
dans les constantes atome. Le langage utilise un mécanisme semblable & la spé-
cification XML Namespaces pour permettre de définir des préfixes, qui dénotent
de maniere compacte des namespaces. Ce sont ces préfixes qui sont utilisés pour
écrire concrétement les constantes atome dans les programmes CDuce.

10.2 Types, motifs

L’algebre des types (Chapitre 3) et Ialgebre des motifs (Chapitre 6) ont de
nombreux constructeurs similaires : réunion, intersection, produit, enregistre-
ment. Un motif p sans variables de capture (Var(p)) peut étre naturellement
identifié au type [pf, et tout type ¢t peut étre vu comme un motif. Il est naturel
d’unifier syntaxiquement ces deux algebres, et le langage utilise effectivement
une syntaxe externe commune pour représenter ces deux algebres. Les connec-
teurs réunion, intersection, différence sont notés respectivement |,& et \. Le
constructeur produit est noté (_, ) (au lieu de _x__ pour les types). Les types
0 et 1 sont notés Empty et Any. Nous utilisons également la notation __ au lieu
de Any (spécialement dans les motifs).

Un terme qui ne contient pas de variables de captures peut étre utilisé comme
un type. Pour utiliser un terme de cette algebre comme un motif, il faut vérifier
les conditions de bonne formation sur les variables de capture. Un sous-terme
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de la forme p;—ps ne doit pas contenir de variable, ce qui permet en fait de le
voir comme un motif contrainte de type. De méme, dans p;\pz, le terme ps ne
doit pas contenir de variable.

Un terme comme (Int, Int), utilisé en position de motif, peut étre interprété
de deux manieres différentes : soit comme un motif contrainte de type (le type
étant un type produit), soit comme un motif produit dont chaque composante
est un motif contrainte de type. Ce genre d’ambiguité entre types et motifs ne
pose aucun probleme (les différentes interprétations ont la méme sémantique,
et donc le méme typage).

Le langage CDuce utilise la relation de sous-typage < induite par un modele
universel (Section 4.5). Cette relation de sous-typage peut étre calculée par les
algorithmes de Chapitre 7.

Enregistrements Nous utilisons le formalisme de la Section 9.5 ! . Les seules
expressions enregistrement autorisées sont de la forme {l; = ey;...;l, = e, }.
Pour la constante p, qui représente les champs non définis des enregistrements,
nous prenons l'atome ‘missing. Pour ’ensemble des étiquettes £, nous prenons
Pensemble des constantes atome (notées sans le ).

Nous notons e.l 'acces au champ [. C’est du sucre syntaxique pour :

match e with {{=2} -z

Eléments XML Outre les fonctions, couples, enregistrements, et constantes,
le langage manipule une autre catégorie de valeurs : les éléments XML. Une
expression qui dénote un telle valeur a la forme < (e1) eo > es. Elle se comporte
comme un simple produit cartésien a trois termes. On pourrait I'identifier au
couple imbriqué (e, (e2,e3)), mais on préfere introduire une nouvelle catégo-
rie (de valeurs, types, motifs), pour éviter les ambiguités. Lorsque e; est une
constante atome ‘ns : In, on peut ’écrire sans le ¢ initial : < ns : In ey > e3.
Lorsque es est une expression enregistrement {...}, on peut omettre les { et } :
< (e1) ... > es, ainsi que les point-virgules qui séparent les différents champs.
On dispose évidemment de types et motifs qui correspondent a cette nouvelle
catégorie de valeurs et d’expressions : < (p1) p2 > p3, avec les mémes simplifi-
cations. Le sous-typage, le typage et le filtrage dans cette nouvelle catégorie de
valeurs se déduit facilement de la théorie introduite pour les produits.

Récursion Les types et motifs récursifs peuvent étre écrits sous la forme
to where Xy = t; and ... and X,, = t,, ou les X; sont des lieurs de récursion
qui peuvent étre utilisés a 'intérieur de tg et des ;. Pour les types, le langage
autorise également des déclarations globales mutuellement récursives :

type X tq

type X, = i,

Les récursions doivent étre bien formées (tout cycle de récursion doit traverser
au moins un constructeur fleche, produit, XML, enregistrement).

1En fait ’implémentation est légerement différente : ’absence des champs n’est pas repré-
sentée par une valeur du langage (les enregistrements sont des fonctions partielles).
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10.3 Séquences, expressions régulieres

Un certain nombre de constructions syntaxiques dérivées et d’opérations sont
introduites pour faciliter la manipulation de séquences de valeurs.

10.3.1 Séquences

Les séquences sont encodées par des couples imbriqués et nous utilisons la
constante atome ‘nil pour représenter la séquence vide. Une expression séquence
[e1...ey,] est ainsi traduite en Pexpression (eq, ..., (e,, ‘nil)...).

10.3.2 Expressions régulieres de types et de motifs

Pour décrire précisément le type des séquences, et pour pouvoir effectuer
des extractions par filtrage dessus, nous introduisons des expressions régulieres
dans Dalgebre des types et des motifs. Ces termes sont notées [R] olt R est une
expression réguliere, c’est-a-dire un terme engendré par :

R = p
| RiRs
| Ri|Ry
| Rx

| R?

|  Rx?

| R??

| xR

Il ne s’agit que de sucre syntaxique, et nous allons montrer plus bas comment
traduire un terme [R] en un type ou un motif.

La notation = :: R permet de capturer dans = toute la sous-séquence recon-
nue par R. Nous disons que x est une variable de capture de séquence. Lorsque
la méme variable de capture de séquence est utilisée plusieurs fois dans la méme
expression réguliere, ou lorsqu’elle est utilisée sous un opérateur de répétition,
la sémantique attendue est de concaténer toutes les sous-séquences correspon-
dantes (les occurrences imbriquées ne sont pas autorisées).

Les deux constructeurs * et x? sont des étoiles de Kleene. La différence entre
les deux est que le premier a un comportement glouton (greedy) - il essaie de
faire autant d’itérations que possible - alors que le deuxiéme a au contraire un
comportement paresseux (il essaie de faire aussi peu d’itérations que possible).
De méme, les deux constructeurs ? et 77 capturent de maniere optionnelle leur
argument : le premier essaie en priorité de la capturer, alors que le deuxieme
évite de le faire si c’est possible.

Remarque 10.1 Vansummeren [Van04] a remarqué que la sémantique glou-
tonne pour l’étoile de Kleene ne simule pas une sémantique longest-match,
comme on pourrait naivement le croire. Considérons par exemple le motif p =
[z (1(1 2)) * 2?] et la valeur v = [1 2]|. Le résultat pour z, avec la séman-
tique gloutonne est [1], car lors de la premiére itération dans l’étoile, la premiére
branche de Ualternative (1|(1 2)) est essayée, réussie, et empéche de faire une
deuxieme itération, sans pour autant empécher le filtrage de réussir globalement.
Une sémantique longest-match pour l’étoile capturerait pour x toute la séquence
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[1 2]. Vansummeren étudie de tels variantes de sémantique et les problémes
d’inférence de types associés.

10.3.3 Traduction des expressions régulieres

Pour décrire la traduction, nous allons généraliser la syntaxe [R] et utiliser
des termes de la forme [R;p1;pe]. La forme [R] est traduite en [R;‘nil; ‘nil].
Intuitivement, les motifs p; et p, représentent les « continuations », c’est-a-dire
le motif a appliquer a ce qui reste de la séquence une fois que R a été reconnue
sur un préfixe de la séquence. Le motif p; est utilisé lorsque R a consommé au
moins un élément et le motif p, est utilisé lorsque R n’a reconnu aucun élément.
Nous expliquerons plus bas la raison pour laquelle nous distinguons ces deux
continuations.

La premiere étape de la traduction consiste a éliminer les variables de capture
de séquence. Cela se fait en remplagant [Ro; p1; p2] par [R(; p1; ps). L'expression
réguliere R|, est obtenue de la maniére suivante. Si une sous-expression z :: R
apparait dans Ry, elle est remplacée par R’ ou R’ est obtenu & partir de R en
remplagant tous les motifs p qui apparaissent dedans par (z&p). Si z1,...,z,
sont toutes les variables de capture de séquences qui apparaissent dans Ry, les
continuations p] et ph sont définies par p, = (21 := ‘nil)& ... &(z, := ‘nil)&p;.

Par exemple, la traduction de [z :: (p1 y 2 (p2?)) v :: ps;‘nil;‘nil] est
[(z&p1) (z&ylep2)? (y&eps); p's p] avec p' = (z := nil)&(y = ‘nil)&'nil (on
pourrait prendre z&y&‘nil qui est équivalent & p').

Voyons maintenant comment traduire [Ro; p1; p2] lorsque Ry ne contient pas
de variable de capture de séquence. Nous définissons cette traduction sous la
forme d’une fonction ¥, par induction sur la structure de Ry :

[ ;P15 pQ] = (pvpl)
W[R1Ro;p1;pa] = W[Ry; Y[Ry;pi; pil; Y[Ra; pr; pal]
U[R1|Ra;p1;p2] = Y[Ri;p1;p2)|V[Ra;p1; po]
U[Rx*; p1; pa] = X|p2 where X = U[R;X|p;; Empty]
U[R*7; p1; pa) = po|X where X = U[R; p;|X; Empty]
W[R?; p1;pa] = Y[R;p1;pal|p2
VR pispe] = po| Y[R p1;pol

Dans ces définitions, le lieur X est frais. Compte-tenu de la politique first-
match pour le filtrage, nous voyons que 1’étoile * a en effet un comportant glou-
ton (elle capture autant d’éléments que possible avant de passer & la suite), et
que *? a un comportement paresseux. De méme, I’expression réguliere R? essaie
d’abord de reconnaitre R avant d’y renoncer si c’est impossible, et I’expression
réguliere R?7 essaie de passer a la suite avant de reconnaitre R seulement si
c’est nécessaire.

La construction est assez classique. La seule subtilité provient du fait que
I’on doit produire des récursions bien formées, qui traversent un constructeur.
C’est la raison pour laquelle nous distinguons les deux continuations p; et po.
Si 'on n’avait qu’une seule continuation [R;p], nous aurions posé :

U[Rx; p] = X where X = U[R; X]|p

Or cela aurait donné lieu a une récursion mal formée lorsque R accepte la sé-
quence vide. Par exemple, pour R = [(p1 * p2*)*], nous aurions (en réarrangeant
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un peu) : I
X = Xj|p
U[R;p] = X where X1 = (p1,X1)|X2
X2 = (p2,%X2)|Xo

ce qui donne un cycle de récursion qui ne traverse aucun constructeur. Le fait
d’avoir deux continuations différentes permet d’imposer & chaque itération de
R dans [Rx] de capturer au moins un élément (en terme d’automates, cela
revient & éliminer les cycles d’e-transition). Notre définition de ¥ n’introduit
pas de récursion mal formée (car la continuation p; n’est utilisée que sous un
constructeur). En reprenant 'exemple ci-dessous, nous obtenons (apres de petits
arrangements cosmétiques) :

X() = X1|X2|p
U[R;p;p] = Xo where ¢ X; = (p1,%Xo)
Xo = (p2,X2|X0)

Cette définition récursive est bien formée : les cycles de récursion croisent tous
un constructeur.

Remarque 10.2 Cette présentation de la traduction avec deux continuations
est inspirée par une étude approfondie [FC04] du probléme posé par les expres-
sions régulieres « dangereuses », c’est-a-dire avec un sous-terme de la forme
Rx, ot R accepte la séquence vide.

Autres constructeurs Nous introduisons également les constructeurs d’ex-
pression réguliere dérivés R+ et R+7 définis par R+ = R R+ et R+7 = R Rx?.
Nous pouvons également introduire un constructeur de prédicat /p, qui applique
un certain motif sur la séquence courante sans en consommer d’élément. Sa tra-
duction est donnée par :

W[/p; p1; p2] = pepa

On peut par exemple utiliser ce prédicat pour positionner dans une variable un
indicateur qui indique le choix qui a été effectué dans une alternative :

(1 * /(2 := 1)|(p2 * /(x := 2))]

Dans cet exemple, la variable x sera liée & 1 (resp. 2) si c’est la premiere (resp.
deuxiéme) branche qui a été choisie.

Exemple Nous allons illustrer par un exemple comment la sémantique choisie
pour les motifs produit (q1,g2) lorsque la méme variable apparait dans les deux
g; permet de capturer des sous-séquences (non nécessairement consécutives).
Prenons p = [((x :: ¢)]_)*]. Appliqué & une séquence, ce motif capture dans
x la sous-séquence formée de tous les éléments qui sont de type t. La traduction
de p est
X where X = (2&t,X)|(_,X)|(z := ‘nil)&‘nil

Si on applique ce motif & une valeur [v; ve wv3] = (v1, (ve, (vs,‘nil))) avec,
par exemple vy, v3 de type t et vy de type —t, on récupere pour x le résultat
[v1 v3] = (v1, (vs, ‘nil)).

Notons que 'on bénéficie automatiquement pour les motifs expression ré-
guliere de l'exactitude du typage du filtrage, y compris pour les variables de
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capture de séquence, ainsi que de la compilation efficace du filtrage. Ainsi, si
l’on applique le motif ci-dessus & une expression de type [(—t) ¢#] et si Uon utilise
la factorisation des variables de capture (Section 8.4) lors de la compilation, ce
motif pourra étre compilé comme (_,x) (c’est-a-dire la deuxiéme projection).
Si on lapplique & une expression de type [t1 (—t) to+], avec t1 < t, to < ¢, il
pourra étre compilé comme (z, (_,x)), et le systéme de type saura que = a le
type [tl t2+]

10.3.4 Deécompilation des types séquences

Definition 10.3 Un automate est un quadruplet A = (@, 0,00, F) ot Q est
un ensemble fini d’états, 6 C€ Pr(Q x T x Q) est la relation de transition, go
est létat initial et FF C Q est l’ensemble des états finaux.

La sémantique [[.A]]q d’un état q € @ est un ensemble de valeurs séquence,
défini par :

‘nil € [A], < gq€F
(vi,v2) € [A], <= 3(t.d). (atd)€dAv €t Ave € [A],

(Cette définition est bien fondée sur la structure des valeurs.) On note simple-

ment [A] pour [A], .
Nous notons lgeq le type [Any].

Theoréme 10.4 Soit X un ensemble de valeurs. Les assertions suivantes sont
équivalentes :
(1) Il existe un type t < lgeq tel que [t] = X.
(i) 1l existe un automate A tel que [A] = X.
(iii) Il existe une expression réguliére R, engendrée par les productions ci-
dessous, telle que [[R]] = X.

R =t
| R Ry
| Ri|R:
| Rx*

Preuve: L’implication (7i1) = (i) est triviale. L’implication (i) =
(4i7) est un résultat classique sur les automates de mots (pour prou-
ver formellement I'implication, il faudrait donner une sémantique
directe aux types de la forme [R], et prouver que la traduction
préserve cette sémantique). Notons que le langage vide est obtenu
avec R = Empty, et le langage réduit a la séquence vide est obtenu
avec R = Emptyx.

Prouvons Uimplication (¢) = (4¢). Soit J un socle qui contient
t (et bgin). On considere 'automate (Q,d,t, F), ou :

Q = {tO el ‘ ty < ]lseq}
) = {(to,tl,tg) S Q x % Q | (tl,tz) € W(to\b‘nil)}
F o= (o€ ban < to}

On montre alors facilement que [A] = [t]. Notons que si g < Lgeq
et si (t1,t2) € T(to\bi1), alors to < Lgeq. O
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10.3.5 Opérateurs

Concaténation Nous introduisons un opérateur de concaténation de séquences,
noté @. La sémantique de cet opérateur est donnée par :

([ - vl [onst --- Om]) o [01 - .. V]

et
VS0

lorsque v n’est pas un couple de séquences.

Compte-tenu du Théoréeme 10.4, nous obtenons un typage exact en prenant
@ : [Ry|x[R2]—[R1 R2] et des régles d’inférences analogues & celles qui défi-
nissent 71 : _—_ (Figure 5.4). Pour calculer le type résultat étant donné le
type d’entrée, on peut choisir des représentants arbitraires pour Ry et Ro. En
pratique, partant de t; et t5, on peut calculer le type résultat pour ¢y Xty sans
construire explicitement deux expressions régulieres Ry, Ry avec t; ~ [R;]. L’idée
est de construire I’automate associé a tq, et de produire un systeme d’équations
pour définir le type résultat. Ce systeme d’équations se déduit facilement de
Pautomate (on « recolle » to dans les états finaux). Cet algorithme se généralise
pour définir la fonction de typage de @ sur les schémas.

Applatissement Nous introduisons également un opérateur d’applatissement
de séquences flatten.
La sémantique de cet opérateur est donnée par :

’Ul]] fl’a\t}en [

[vr <. va] oov [Um - VL ...

et

v flf&en Q
lorsque v n’est pas une séquence de séquences.

Un typage exact est obtenu & partir de la régle flatten : [R]—[R] ott R est
défini en remplagant dans R (expression réguliere au sens du Théoreme 10.4)
un type ¢t par R’ ot R’ est choisi de sorte que t ~ [R/].

Remarquons que l'opérateur @ pourrait étre défini & partir de flatten en
posant @((vy,v2)) = flatten([vy va)).

Map L’opérateur map permet d’appliquer une fonction a chaque élément d’une
séquence. La sémantique est donnée par :

map

(filvr o om]) S [(For) - (F om)]

et
v~ Q

lorsque v n’est pas un couple formé d’une abstraction et d’une séquence.

Le typage est obtenu a partir de la regle map : ¢ x[R|—[R'] ou R’ est obtenu
a partir de R en remplacant chaque type ¢ par un type s tel que app : tfxt—s.
Comme pour l'opérateur de concaténation, on peut choisir un représentant R
arbitraire sans changer le résultat, et méme éviter de le calculer, en déroulant
les types récursifs.



10.3. Séquences, expressions réguliéres 197

Ce typage est exact, a condition d’autoriser d’une maniére ou d’une autre
une fonction & ne pas toujours retourner la méme valeur lorsqu’elle est appli-
quée au méme argument (soit avec un opérateur de choix non déterministe, un
générateur aléatoire, des effets de bords, ...). Pour voir pourquoi cela est né-
cessaire, considérons le type (b, — 1)X[b.*] ol b, est le type singleton associé a
la constante c. Le type calculé pour le résultat de map appliqué a une valeur de
ce type est [1x]. Or si les fonctions renvoient toujours le méme résultat pour le
méme argument, on ne peut pas atteindre toutes les valeurs de ce type avec un
argument de map de type (b, — 1)X[b.#]. On voit facilement comment le faire
avec un choix non déterministe ou un compteur (incrementé & chaque appel a
la fonction), par exemple.

Remarque 10.5 Le fait de voir les fonctions comme des fonctions non dé-
terministe est naturel dans le cadre d’un langage de programmation, et l'on a
d’ailleurs fait cette hypothése dans la définition d’un modéle (voir les commen-
taires qui suivent la Définition 4.2).

Dans un systeme de types avec polymorphisme paramétrique a la ML, 'opé-
rateur map peut en général étre défini comme une fonction récursive. La raison
pour laquelle CDuce posséde un opérateur spécifique est non seulement 1’ab-
sence de polymorphisme paramétrique dans le systeme de types, mais aussi le
manque de précision d’'un schéma de type ML pour map. En effet, le typage
spécifique pour 'opérateur map donne par exemple :

map : ((t1—s1)A(ta—s2)) X [t1x  t2?] — [s1%x  $37]

Autrement dit, lorsque I'on applique une fonction surchargée a tous les éléments
d’une séquence de type non uniforme, et qu’elle agit différemment sur les dif-
férents types présents dans la séquence, le type du résultat reflete ordre (et
larité) des éléments de la séquence d’entrée, alors qu’'un typage & la ML avec
un schéma de type polymorphe du genre Va.V3.(a— ()X [ax] — [8%] imposerait
d’approximer le type d’entrée par un type de séquence uniforme ([(¢1|t2)%] dans
Pexemple ci-dessus), et donc de perdre en précision pour le résultat ([(s1]s2)*]).
Le gain de précision obtenu avec le typage exact est apparu utile en pratique
pour ’écriture de transformations XML.

Remarque 10.6 En fait, le langage CDuce posséde une construction spécifique
pour map :
map e with B

ot B est un ensemble de branches de filtrage p1 — e1 | ... | pn — en. Cela
évite de devoir écrire explicitement une fonction (et un filtrage), en particulier
son interface. Pour typer cette construction, apres avoir trouvé un type t pour
e, on choisit une expression réguliére de types R telle que t ~ [R] et on applique
le typage du filtrage de B a chaque type qui apparait sans R pour produire une
nouvelle expression réqulicre R’.

Ce typage dépend du choiz de R, et aucun ne permet en général d’obtenir
un type le plus précis (et aucun schéma ne capture tous les types possibles). Par
exemple, supposons que e a le type [0—o0], et que B = © — = + x. On peut
prendre R = 0—oc0, mais aussi des expressions réguliéres plus fines, telles que
R=(0]1]...|n|((n+1)—00)) (Ialternative | est le constructeur d’expression ré-
guliére). Avec une telle décomposition, la branche x — x+x sera typée n+2 fois,
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et le typage exact de l’addition donne un type résultat 0|2] ... |2n|((2n+2)—o0).
On voit que l'on peut obtenir des types arbitrairement précis, mais l’ensemble
exact des valeurs que l’on peut obtenir n’est pas représentable. Il faut pouvoir
spécifier une décomposition en expression réguliére qui garantisse les propriétés
attendues pour le typage (élimination de la subsomption et admissibilité de la
regle intersection). Une maniére de le faire est d’utiliser, pour produire l’au-
tomate associé & un sous-type de leeq, une fonction m qui associe a un type
t < lproa l'ensemble des types (t1,t2) tels que le produit cartésien t1xXto est
mazimal parmi les sous-types de t (c’est-a-dire que si t1 Xty < t)xth < t, alors
t; ~t] etty ~th), en choisissant un représentant pour chaque produit maximal.
Cette construction a été mentionnée a la suite du Théoreme 4.36.

Le langage possede d’autres itérateurs que nous n’allons par présenter ici.

10.3.6 Chaines de caracteéres

CDuce n’a pas de type de base spécifique pour représenter les chaines de ca-
racteres. Celles-ci sont simplement des séquences de caracteres. Le type String
est défini comme étant [Char*]. On définit aussi PCDATA comme étant 1'expres-
sion réguliere Chars.

La chaine de caractéres ['a’ 'b’ 'c’] peut étre écrite ['abc’], ou encore ”abc”.
Une chaine littérale peut aussi étre vue comme un type singleton.

Le choix de voir les chaines de caractéres comme des séquences permet de
réutiliser les opérateurs sur les séquences (concaténation, itération), ainsi que
les types et motifs expression régulieres pour spécifier finement des sous-types
de String et pour extraire des informations des chaines par filtrage.

10.4 XML

CDuce permet de représenter les documents XML comme des valeurs du
langage. Un élément XML a la forme :

<tag attr;="..." ... attr,="...">
</tag>
Le contenu, entre la balise < tag... > et la balise < /tag > est une séquence

qui mélange caracteres et éléments XML. Un tel élément est codé en CDuce par
une valeur de la forme :

<(‘tag) {attr;="..."; ... attrp,="..."}>[ ... 1]
ou plus simplement, avec les conventions déja mentionnées :
<tag attr;="..." ... attrp,="..."}>[ ... ]

Par exemple, le document XML

<animal kind="insect">

<name>Bumble bee</name>

<comment>There are about <strong>19</strong> different species
of bumblebee.</comment>

</animal>
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est codé, en supprimant certains caracteres espace, par :

<animal kind="insect">[
<name>[’Bumble bee’]
<comment>[’There are about ’ <strong>[’19’] ’ different species of bumblebee.’]

]

Le type de tous les documents XML peut étre défini par :
type XML = <(Atom) { _ = String }>[ (Char | XML)* ]

On peut écrire en CDuce des sous-types qui capturent un fragment important
des contraintes imposées sur les documents par une spécification comme DTD
ou XML-Schema, par exemple :

type Animals = <animals {||}>[ Animalx ]

type Animal = <animal {|king=String|}>[ <name>String <comment>Text ]
type Text = [ TextItemx ]

type TextItem = Char | <strong>Text

(Les accolades {|...|} interdisent la présence d’autres attributs que ceux men-
tionnés.)

Un utilitaire dtd2cduce permet de convertir automatiquement une DTD en
un tel ensemble de déclarations de type. On peut également importer des spé-
cifications XML-Schema; le type des valeurs produites par la validation contre
une telle spécification n’est pas forcément un sous-type de XML. Par exemple, si
la spécification indique qu’un certain attribut est un entier (type xs :int), la
valeur du champ correspondant, dans le document obtenu apres validation, sera
un entier CDuce (type Int) et non une chaine de caractére (type String), et
cela est reflété dans le type statique associé au XML-Schema.

Des fonctions prédéfinies (en fait, des opérateurs), de type String—XML et
XML—String permettent de lire un document XML contenu dans une chaine
de caracteres, et réciproquement. En cas d’erreur de parsing, si une chaine ne
représente pas un document XML bien formé, une exception (voir plus bas)
est levée pour signaler 'erreur. En fait, pour améliorer les messages d’erreurs,
les documents XML peuvent étre chargés directement & partir d’un fichier (ou
d’une URL) externe.

10.5 Constructions dérivées

Liaison locale La construction let p = e; in es est du sucre syntaxique
pour :
match e; with p — e

Contrainte de type L’opérateur de contrainte de type (_ :t), pour un type
t, peut étre défini comme du sucre syntaxique pour ’application de la fonction

fun (t—t) 2 —> x

Si ’on préfere le voir comme un opérateur oy, la relation de typage oy : ~ —_
est donnée par o; : t1—ts <= t; <t < to. La sémantique est 'identité. Le
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typage n’est évidemment pas exact, et c’est le but recherché : cet opérateur
permet d’oublier certaines informations de type, ce qui peut étre utile pour
documenter du code, pour mettre au point les programmes (en améliorant la
localisation des messages d’erreurs), ou pour simplifier la tdche du typeur lorsque
les types manipulés deviennent trop complexes et inutilement précis.

Abstractions curryfiées La syntaxe ci-dessous facilite ’écriture de fonctions
curryfiées :
fun f(z1:t1)...(zp i tn):s5=¢

L’identificateur f est optionnel. Pour n = 1, cette expression est traduite en :
fun f(t1—s) x1 — s
Pour n > 2, la traduction est donnée par :
fun f(t1—(... (tp,—s)...)) 1 — (fun (z2 : ta) ... (xy 1 ty) s =€)
Par exemple, la traduction compléte de fun f(xy : t1)(xo : t2) : s =€ est :

fun f(t1—(t2—s)) z1 — (fun (t2—s) 22 —e)

Booléens Les deux constantes atome ‘true et ‘false sont utilisées pour re-
présenter les booléens. Le type Bool est prédéfini comme ‘true | ‘false. La
construction if e then e; else e; est traduite en :

match e with ‘true — e; | ‘false — ey

Les connecteurs logiques sont définis a partir de cette construction, ce qui leur
donne une sémantique paresseuse par rapport a leur deuxiéme argument (pour
les connecteurs binaires). Par exemple, la conjonction logique est définie par :

e1&& ey = if e; then ey else ‘false

10.6 Traits impératifs

Le langage CDuce étend le noyau purement fonctionnel du Chapitre 5 avec
certains traits impératifs issus de ML. La maniere d’étendre la sémantique opéra-
tionnelle pour rendre compte de ces constructions est classique, et nous n’allons
pas la décrire.

La valeur [] (c’est-a-dire ‘nil) et le type singleton associé sont utilisés comme
le type unit en ML, pour représenter 'argument ou le résultat des fonctions
qui operent par effet de bord.

L’opérateur de séquencage eq;es évalue d’abord ey (dont le type doit étre
[)) puis es et renvoie le résultat de ey. La sémantique & petits pas, définie &
la Section 5.5 ne spécifie pas compléetement 1'ordre d’évaluation du langage;
par exemple, 'implémentation peut évaluer dans un ordre arbitraire les deux
sous-expressions e; et e; dans une expression (ej, e3). Pour une expression en-
registrement {1 = ey;...;l, = en;__ = eo}, I'expression ey peut étre évaluée un
nombre arbitraire (fini) de fois.

Nous n’allons pas décrire les opérations classiques d’entrée-sortie, d’acces au
systeme d’exploitation, ...
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Références Les références sont des cellules mémoire, typées, dont on peut
extraire et modifier le contenu. Pour éviter d’introduire une nouvelle catégorie
de constructeurs, nous définissons le type des références de type t, noté ref t,
comme étant :

{lget=[ =t set =t = |}

Autrement dit, une référence est vue comme un enregistrement a deux champs
(un objet & deux méthodes, dans la terminologie des langages orientés objets),
qui correspondent aux deux opérations que ’on peut effectuer sur les références
(lecture du contenu et affectation).

On introduit un opérateur ref; qui prend une valeur v de type ¢, crée une
cellule mémoire initialisée avec la valeur v, et renvoie un enregistrement de type
ref ¢t dont les méthodes sont des fonctions « magiques » (non définissables dans
le langage) qui accedent effectivement & la cellule mémoire.

L’affectation ey := es est du sucre syntaxique pour e;.set es. L’acces le est
du sucre syntaxique pour e.get(].

Il faut noter que les deux fonctions get et set d’une valeur de type ref ¢
ne sont pas forcément issues (directement) d’un appel au constructeur de réfé-
rence ref;. Il est possible, par exemple, de créer des valeurs de type ref t qui
instrumentent une vraie référence, en imprimant une trace des acces effectués.
On peut aussi définir des références non initialisées, de la maniére suivante (par
exemple, pour le type Int) :

type Int_option = Int | ‘none

type Int_ref = ref Int_option
let new_ref(_ : []) : Int_ref =

let r = ref 1ot option ‘DONE in
{ get
(fun (_ : [1) : Int = match r.get [] with
| ‘none -> raise "Empty reference !"

| x > x);
set = r.set

}

Si 'on essaie d’accéder au contenu d’une référence non initialisée, une exception
est levée (voir paragraphe suivant). Notons que dans la définition de la méthode
set, on utilise la subsomption autorisée par le sous-typage :

Int_option—[] < Int—|

Exceptions La sémantique des exceptions de CDuce est similaire a celle de
ML. Le contenu d’une exception peut étre n’importe quelle valeur. On leve une
exception v par la construction raise v (dont le type est 0) et on capture une
exception par un filtrage :

tryewithplﬂeﬂ |pnﬂen

Les branches du filtrage sont typées avec un type d’entrée 1 (car e peut lever a
priori n’importe quelle exception). Une branche implicite z — raise z ajoutée
a la fin du filtrage léeve de nouveau 'exception si aucune branche ne la capture.
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10.7 Un exemple

La Figure 10.1 donne un exemple de programme CDuce, qui définit une
unique fonction de transformation XML, appelée split.

type Person = FPerson | MPerson

type FPerson = <person gender = "F">[ Name Children ]
type MPerson = <person gender = "M">[ Name Children ]
type Children = <children>[ Personx* ]

type Name = <name>[ PCDATA ]

type Man = <man name=String>[ Sons Daughters ]
type Woman = <wyoman name=String>[ Sons Daughters ]
type Sons = <sons>[ Manx* ]

type Daughters <daughters>[ Womanx* ]

let fun split (MPerson -> Man ; FPerson -> Woman)
<person gender=g>[

<name>n
<children>[(mc: :MPerson | fc::FPerson)x*]
] >
let tag = match g with "F" -> ‘woman | "M" -> ‘man in

let s = map (split,mc) in
let d = map (split,fc) in
<(tag) name=n>[ <sons>s <daughters>d ]

F1c. 10.1 — Un programme CDuce

Le programme commence par des déclarations de types. Le type Person
représente l'arbre de descendance généalogique d’une personne. Le sexe d'une
personne est donné par la valeur d’'un attribut. La fonction split transforme
une valeur de ce type en un arbre dans lequel, a chaque niveau, les fils et les filles
sont regroupés. Le sexe des personnes est indiqué par une étiquette d’élément.
De plus, le nom des personnes, qui était contenu dans un élément XML, se
retrouve dans un attribut.

La fonction est constituée d’un filtrage avec une unique branche. Le motif
permet d’extraire, d’un seul coup, le nom de la personne (dans la variable n),
son sexe (variable g), et de séparer la liste de ses enfants en deux : la variable mc
capture tous les fils, et la variable fc capture toutes les filles. Dans le corps de
la branche, on commence par calculer I’étiquette qui correspond au sexe de la
personne. On applique ensuite récursivement split a tous les fils et a toutes les
filles, au moyen de l'itérateur map. Enfin, on construit I’élément XML & renvoyer.

Pouvoir expressif du filtrage L’exemple montre le pouvoir expressif du
filtrage, qui permet d’effectuer une extraction d’information assez complexe avec
un seul motif. On pourrait méme aller plus loin, et calculer l'étiquette tag
directement dans le motif, en utilisant des motifs constante :
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<person gender=("F" & (tag := ‘woman)) | ("M" & (tag := ‘man))>[
<name>n
<children>[(mc: :MPerson | fc::FPerson)x*]

ou alors, en mettant a part ce calcul :

<person>[
<name>n
<children>[(mc: :MPerson | fc::FPerson)x*]
]
& ((FPerson & (tag := ‘woman)) | (MPerson & (tag := ‘man)))

Typage L’interface de la fonction indique deux types fleche, ce qui donne a
la fonction un type plus précis que Person -> Man | Woman. Cette plus grande
précision est nécessaire pour pouvoir typer correctement le corps de la fonction.
En effet, lorsque 'opérateur map applique la fonction récursivement a tous les
éléments de mc, qui sont tous de type MPerson, il renvoie une séquence d’éléments
de type Man. De méme, partant de fc, on obtient des éléments de type Woman.
Cela permet de voir que le contenu des éléments <sons> et <daughter> sont
bien, respectivement, de type [ Man* ] et [ Woman* ], ce qui est nécessaire
pour obtenir une valeur de type acceptable en sortie. Si 'on ne disposait que
du type Person -> Man | Woman pour la fonction split, le typeur donnerait
le type [ (Man | Woman)* ] pour les variables s et d, ce qui ferait échouer le
typage.

Le corps de la fonction est typé deux fois : une fois sous I’hypothese que
I’argument est de type MPerson, une fois sous ’hypotheése qu’il est de type
FPerson. Le typeur doit vérifier que ’étiquette de 1’élément renvoyé est bien
‘man ou ‘woman selon le cas. Cela est fait de la maniere suivante. Tout d’abord,
le typage exact du filtrage donne un type singleton pour la variable g. Ensuite,
dans le filtrage utilisé pour calculer tag, seule une des deux branches contribue
au type du résultat (la regle de typage du filtrage permet d’ignorer la branche
qui n’est pas utilisée). Cela permet de retrouver un type singleton pour tag, et
donc de vérifier que I’étiquette de 1’élément renvoyé est bien celle attendue.

Compilation du filtrage Le motif utilise un style déclaratif : il indique com-
ment séparer la liste des enfants en deux, en utilisant les types MPerson et
FPerson. Le compilateur se rend compte que les deux types peuvent en fait étre
distingués simplement en regardant la valeur de I’attribut gender. Si attribut
vaut "F", I’élément est de type FPerson, sinon il est de type MPerson (car il
est forcément de I'un des deux types, étant donné le type des arguments de la
fonction). Le code produit procede effectivement ainsi pour distinguer entre les
deux types. Un schéma de compilation naif devrait parcourir tout ’arbre XML
pour vérifier si I’élément est de type FPerson ou s’il est de type MPerson.

De plus, les tests sur les étiquettes des éléments XML person, name, children
ne sont la que pour simplifier la relecture du code. Le compilateur sait statique-
ment que ces tests sont vérifiés, et il ne génere donc aucun code pour eux.

On voit sur cet exemple que la compilation efficace du typage, qui utilise
les types statiques, permet au programmeur d’utiliser un style plus déclaratif
(utilisation « abstraite » des types MPerson, FPerson, au lieu d’une méthode
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concrete pour les distinguer), et plus informatif (tests d’étiquettes redondants),
sans nuire a 'efficacité du code produit.
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Chapitre 11

Techniques
d’implémentation

Dans ce chapitre, nous décrivons de maniere informelle certaines techniques
mises en ceuvre dans l'implémentation de CDuce.

11.1 Typeur

Restriction de la régle (abstr) Nous avons introduit (Section 5.7) une no-
tion de schémas pour représenter symboliquement ’ensemble des types d’une ex-
pression. Une solution alternative pour obtenir un algorithme de typage consiste
a restreindre la regle de typage (abstr) en interdisant les types fleche négatifs
(c’est-a~dire en imposant m = 0). Dans le systéme de types obtenu, on peut cal-
culer facilement le meilleur type pour une expression e pour un environnement
de typage I' donné (sous certaines hypotheses sur le typage des opérateurs). Evi-
demment, ce systeme permet de typer moins de programmes que ’algorithme
a base de schémas. La situation caractéristique est celle ou I'on filtre une abs-
traction avec un type fleche négatif :

match (fun (Int—Int)...) with —(Char—Char) — 0

Pour voir que cette expression est bien typée, il est nécessaire d’autoriser les
types fleche négatifs (ce qui permet de donner le type —(Char—Char) & 1’abs-
traction). Nous n’avons jamais rencontré en pratique une telle situation, et nous
avons donc choisi d’implémenter le systeme sans types fleche négatifs. Evidem-
ment, il ne s’agit que du systeme de types statique : la sémantique dynamique,
qui peut effectuer des tests de type dynamique sur les wvaleurs, n’est pas af-
fectée. En particulier, ’expression suivante, qui est bien typée dans le systeme
implémenté, s’évalue en 0 comme attendu :

match (fun (Int—Int)...) with -(Char—Char) - 0| _ —1

Autrement dit, l’algorithme de typage sans types fleche négatifs est correct par
rapport au systéme de types (et donc il garantit I’absence d’erreur de type a
Pexécution), mais il n’est pas complet.
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Localisation des erreurs L’implémentation naive du typeur sous la forme
d’un algorithme ascendant (qui calcule le type d’une expression des feuilles vers
la racine) ne permet pas de localiser précisément les erreurs de type. Considérons
par exemple I'expression ci-dessous :

fun (t—s)pr—er | ... | pn—en

Un algorithme de typage ascendant va commencer par calculer un type s; pour
chaque branche e;, puis le type pour le filtrage (la réunion des types obtenus
pour chaque branche), avant de vérifier que ce type est bien sous-type de s.
Si cela n’est pas le cas, la régle (abstr) ne peut pas s’appliquer, et une erreur
est alors signalée au niveau de l'abstraction. Or l'erreur se situe en fait dans
lune (au moins) des branches, & savoir celle(s) dont le type du résultat n’est
pas sous-type de s. Si I’expression e; est incriminée, on peut éventuellement
identifier encore plus précisément une sous-expression qui engendre l'erreur de
typage. Par exemple si s = IntXChar et ¢; = (1,2), on voit que l'erreur provient
de la constante 2, et non pas de ’expression e; globalement.

Pour pouvoir localiser précisément les erreurs, nous utilisons un algorithme
qui synthétise les types de manieére ascendante, mais propage également une
contrainte de maniere descendante. On peut formaliser cet algorithme sous la
forme d’un jugement I' - e : t < tg, ou I',e,ty sont des entrées, et t est la
sortie de l’algorithme (le type le plus précis pour e, modulo la restriction sur la
regle (abstr)). Si ce jugement ne peut étre dérivé, ’algorithme signale la sous-
expression fautive, et sinon, il renvoie un type t qui est nécessairement plus
précis que to. Décrivons les principaux cas de l'algorithme, suivant la forme de
e.

Si e = (e1,e2), alors on commence par vérifier que t{, = tgAlproq n'est pas
vide. S’il est vide, ce n’est pas forcément une erreur de typage, mais il faut
alors vérifier que I'une des deux expressions e; ou es a le type 0 et que 'autre
est bien typée. Si les deux expressions sont bien typées mais qu’aucune n’a le
type 0, on signale une erreur pour e, qui est une expression couple, alors que
le type attendu ne contient aucun couple. Si t(, n’est pas vide, on calcule ¢;, le
type le plus précis pour eg, avec la contrainte 7y [t]. Pour eg, on utilise comme
contrainte le plus gros type to tel que ¢ Xt < t{ (un calcul facile montre que
l'on peut prendre to = —ma[(t1X1)\to]). Le cas des enregistrements se traite
d’une maniere similaire.

Si e est une abstraction pf(t1—s1;. .. t,—8y,).Az.€, on commence par véri-
fier que l'intersection des types fleche de l'interface est bien sous-type de to. On
calcule ensuite, pour chacun de ces types t;,—s;,, le type du corps e de I’abstrac-
tion, avec la contrainte s;, et avec ’environnement étendu par les hypotheses
(z:ti,) et (f : Nt;—s;). Le type du résultat peut étre ignoré.

Pour le filtrage, on calcule le type de ’expression filtrée, sous la contrainte
ty qui est la réunion \ 1p;§ des types acceptés par les motifs des différentes
branches. Une approche alternative est de calculer ce type sans contrainte et
de vérifier apres coup que le type obtenu est sous-type de cette réunion, ce qui
peut éventuellement donner un message d’erreur plus explicite (« filtrage non
exhaustif »). Dans les deux cas, on calcule ensuite un type pour chaque branche
(sauf celles qui ne peuvent pas réussir), avec la méme contrainte tg que pour le
filtrage.

Pour chaque opérateur, on adopte une stratégie spécifique pour calculer
la contrainte a utiliser pour typer l’argument. On peut éventuellement choi-
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sir de ne pas utiliser les contraintes les plus précises, pour ne pas introduire des
contraintes trop complexes (qui donneraient des messages d’erreur peu clairs).
Par exemple, pour typer la concaténation e;@es avec une contrainte tg, on peut
commencer par calculer le plus petit type t{, tel que to < [t(*] et typer les deux
arguments avec la contrainte [t)*]. Pour typer une application ejeq, on com-
mence par calculer un type t; pour e; sous la contrainte 0—1 ; on utilise alors
le type Dom(t1) pour typer es (en fait, on pourrait faire mieux et calculer le
plus gros type o tel que app : t1 Xty < t).

Messages d’erreur Lorsqu’une erreur de type a été détectée, il s’agit en
général d’une contrainte ¢ < ¢ty qui n’est pas vérifiée, ou ¢ est le type calculé pour
une sous-expression e et ty est la contrainte qui a été utilisée pour typer e. Dans
le rapport d’erreur, on signale que le meilleur type que l'on peut calculer pour
I’expression est t, alors que le type attendu est tg, et pour expliquer pourquoi
t n’est pas sous-type de tg, on peut exhiber une valeur de type t\ty (ce type
n’étant pas vide, il existe une telle valeur, et on peut en fait en calculer une
explicitement).

L’algorithme de typage permet de détecter les expressions mal typées. Il
permet également de détecter d’autres types d’erreurs potentielles, qui peuvent
donner lieu a des avertissements. Voici quelques exemples.

— Déclaration de type vide. Considérons le programme ci-dessous :

type T = <a>[ T+ ]

let fun f(x : T) : Int = ...

Ce programme est bien typé, indépendamment du corps de la fonction. En
effet, le type T est vide (car les valeurs sont des objets finis, et T dénoterait
plutot des arbres nécessairement infinis), et la régle de typage du filtrage
indique qu’il n’est pas nécessaire de typer les branches qui ne peuvent
pas étre utilisées (ce qui est le cas, pour une fonction, lorsque le type de
Pargument est vide). On peut supposer que le programmeur s’est trompé
en définissant le type T, et qu’il voulait plutot écrire :

type T = <a>[ Tx ]

Pour détecter ce genre d’erreurs, le typeur signale, sous la forme d’un
avertissement, les déclarations de type qui définissent un type vide.

— Branche ou motif inutilisé. Dans un filtrage, une branche peut ne pas étre
utilisée (lorsque le type d’entrée du filtrage est disjoint du type accepté par
le motif), et elle n’est alors pas typée. Cela est utile pour typer une fonc-
tion surchargée, ou certaines branches doivent étre ignorées pour vérifier
certaines des contraintes données dans 'interface (rappelons que le corps
d’une fonction surchargée est typée une fois pour chaque type fleche de
I'interface). Néanmoins, une branche qui ne serait jamais typée correspond
probablement & une erreur de programmation. Cette situation est détec-
tée et signalée au programmeur. On peut raffiner cette analyse, et détecter
les sous-motifs inutilisés ; pour cela, on peut instrumenter ’algorithme de
typage des motifs, pour détecter ceux qui regoivent systématiquement un
type vide en entrée.

— Variable de capture inutilisée. Les variables et les noms de types ne sont
pas distingables syntaxiquement. Une ambiguité apparait donc au moment
d’interpréter un identificateur x dans un motif : il peut s’agir d’une variable
de capture ou d’un motif contrainte de type, si x est déclaré plus haut dans
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le programme (ou prédéfini). L’heuristique suivante est utilisée pour lever
I'ambiguité : si le type = est défini, I'identificateur est interprété comme
un motif contrainte de type; sinon, il est interprété comme une variable de
capture. Cette heuristique peut cacher des erreurs de frappe; considérons
par exemple le programme ci-dessous :

fun ( (Int | Char, Int | Char) -> Int)

| (Inte,Int) -> O

| _ —>1

Dans la premiere branche, l'identificateur Int est interprété comme un
type, et I'identificateur Inte comme une variable de capture. La fonction
est bien typée (aucun avertissement n’est donnée pour la seconde branche,
car elle n’est pas inutile). Cependant, on peut supposer que l'identifica-
teur Inte est une erreur de frappe, et que le programmeur voulait taper
Int. Pour détecter ce genre d’erreur, il suffit de donner un avertissement
lorsqu’une variable de capture n’apparait pas dans le corps de la branche
(c’est le cas pour la variable Inte ci-dessus).

11.2 Représentation des valeurs

Pour des raisons de performances, dans I'implémentation, ’algebre des va-
leurs est étendue avec un certain nombre de formes dérivées.

Chaines de caracteres En CDuce, les chaines de caracteéres sont conceptuel-
lement des séquences. Ainsi, la chaine "abc" est en fait la valeur ['a’ b’ 'c’], c’est-
a~dire (‘a’, ('b’, ('¢’,‘nil))). Un tel codage est trés coiiteux en place mémoire.
L’implémentation manipule & Pexécution des valeurs de la forme string(s, i, j,v)
ou s est un tableau de caractéres, i et j sont deux index dans s, et v est une
valeur séquence. Cette valeur représente en fait la séquence constituée des élé-
ments de s compris entre les index ¢ et 7, suivis de la séquence v. On a donc
I’équivalence :

string(s,i, j,v) = { (s[i], string(s,i + 1, j,v)) S% Z f]

v sii=j
Cette forme dérivée permet de représenter de maniére compacte en mémoire des
chaines de caractéres, ou plus généralement des sous-séquences consécutives for-
mées de caracteres. Notons que le tableau s n’est pas recopié dans I’équivalence
ci-dessus : dérouler la représentation compacte pour en extraire les caracteres
un par un se fait en temps constant (il suffit d’incrémenter un entier). Cette
représentation permet également de « sauter » par dessus une suite de carac-
téres dans une séquence. Ainsi, si 'on applique le motif [((z :: t)|_)*] (qui
capture tous les éléments de type ¢ d’une séquence) avec tAChar ~ 0, et que
Pon tombe sur string(s,1,j,v), on peut directement sauter & v, sans considérer
tous les caracteres de s entre i et j. De méme, le résultat pour une variable de
capture de séquence, lorsque la valeur filtrée est de la forme string(s,i,7,v),
peut étre représentée en utilisant des représentations compactes de la forme
string(s,i’,j’,v"). On peut utiliser 1’équivalence suivante pour regrouper des
fragments consécutifs d’'un méme tableau s :

string(s,i,j, string(s, j, k,v)) = string(s, i, k,v)
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Concaténation paresseuse L’opérateur de concaténation @, implémenté
naivement, a un temps d’exécution linéaire en la longueur de son premier argu-
ment. En effet, la concaténation de la séquence [v; ...v,] et d’une séquence v’
est (v1, (V2 ..., (vn,v")...)), et il faut donc construire n couples imbriqués. Un
programme qui construit une séquence en concaténant les éléments un par un
a la fin a ainsi une complexité quadratique (seulement pour les concaténations)
en la longueur du résultat.

Nous introduisons une nouvelle forme de valeur manipulée & ’exécution,
notée v1@uy, qui représente symboliquement la concaténation de vy et de vy
(deux séquences). Cette valeur est construite en temps constant a partir de vy
et de v9. Pour itérer sur une valeur v1@us, il suffit d’itérer d’abord sur v, puis
sur ve. Par contre, lorsque l'on évalue un filtrage, il est parfois nécessaire de
normaliser v1@us ; pour cela, on utilise les équivalences :

‘nil@u = v

(v1,v2)@Qv = (v1,v2Q)

Ces équivalences permettent d’exposer le premier élément d’une séquence, c’est-
a-dire de la mettre sous la forme (vy,vs). Il s’agit d’une normalisation incrémen-
tale. Pour normaliser v'@u, lorsque v’ est elle méme une concaténation symbo-
lique, on commence par normaliser v’ avant d’appliquer les régles ci-dessus.

En fait, on peut voir toute valeur comme un arbre binaire dont les nceuds
sont des @, et les feuilles des valeurs qui ne sont pas de la forme v;@uvs. On peut
normaliser un tel arbre en temps linéaire par rapport a la taille du résultat. Il
s’agit alors d’une normalisation globale, qui évite de construire des structures
intermédiaires inutiles.

Pour éviter d’évaluer plusieurs fois les mémes concaténations, on peut modi-
fier en place une valeur v1@us par sa forme normalisée lorsqu’on la calcule (soit
de maniere incrémentale, soit globalement).

Représentation des atomes Les atomes sont des couples de symboles (consti-
tués d’un namespace XML et d’un nom local). Pour diminuer la taille mémoire
occupée par les documents en mémoire, et pour accélérer les opérations sur les
atomes (égalité et comparaison pour implémenter des arbres de décision lors du
filtrage), ceux-ci sont représentés en interne avec partage optimal (obtenu par
hash-consing) et identifiant numérique unique.

Comparaison avec d’autres travaux Le projet Xtatic a proposé [GLPS04]
indépendamment le méme genre de techniques pour évaluer de manieére pares-
seuse la concaténation de séquences, et pour représenter de maniere compacte
des séquences de caracteres.

Une approche completement différente pour représenter les valeurs est pro-
posée dans le cadre du projet XHaskell [LS04a, LS04b]. XDuce, CDuce et Xta-
tic utilisent une représentation uniforme pour I'algebre de valeurs; cela signifie
qu’une valeur est représentée indépendamment de son type statique. La regle
de subsomption est alors transparente a ’exécution : on peut effectivement voir
une valeur de type ¢ comme une valeur de type s lorsque ¢ < s, sans lui appliquer
aucune transformation. XHaskell propose d’associer a chaque type expression
réguliere une représentation concrete des valeurs de ce type. Ainsi, & chaque
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type expression réguliere est associé un type Haskell, de maniére composition-
nelle. Par exemple, 1’étoile de Kleene des expressions réguliere se traduit en le
constructeur de liste de Haskell, et ’'opérateur de choix | se traduit en un type
somme a deux constructeurs. La représentation concrete du résultat d’une ex-
pression du langage dépend alors de son type statique. La regle de subsomption
nécessite donc de changer la représentation des valeurs, et pour cela, il faut ins-
trumenter ’algorithme de sous-typage pour pouvoir extraire de la preuve d’'une
instance ¢ < s une fonction de coercion entre la représentation de t et celle de
s (en XHaskell, cela est fait en encodant Ialgorithme de sous-typage dans un
systéme étendu de classes de types Haskell).

Le langage Xen/Cw [MS03] est une extension de C# avec des types struc-
turels qui permettent de représenter des documents XML. La encore, a chaque
type XML du langage est associé un type dans I’architecture d’implémentation
(la machine virtuelle CLR de Microsoft .NET), et il faut introduire des coercions
pour rendre compte du sous-typage. Contrairement a XHaskell, cependant, Xen
n’essaie pas d’implémenter un sous-typage d’inspiration ensembliste entre types
expression réguliere.

Le choix entre une représentation uniforme comme en XDuce, CDuce, Xtatic
et une représentation spécialisé par les types, comme en XHaskell est délicat.
Outre sa simplicité, la représentation uniforme permet d’implémenter « gratui-
tement » la subsomption entre sous-types alors que la représentation spécialisés
peut nécessiter une recopie complete des valeurs. La représentation spécialisée
permet par contre des acces plus rapides aux données a ’'intérieur de structures
complexes (adressage direct); elle est aussi plus compacte, car une partie de
la structure des valeurs est stockée implicitement dans leur type statique, et
permet une meilleure intégration avec des langages généralistes.

11.3 Représentation des combinaisons booléennes

De nombreux algorithmes présentés dans cette these travaillent dans un socle
3 donné. La complexité de ces algorithmes, méme si nous ne l’avons pas étu-
diée formellement, dépend de maniere cruciale de la taille du socle, c’est-a-dire
du nombre de types différents que 1’on obtient en partant des types qui sont
les données du probléeme, et en saturant par combinaison booléenne et par dé-
composition des atomes qui interviennent dans les types. Pour garantir que ce
nombre est toujours fini, nous avons introduit a la Section 3.1 une certaine
représentation des combinaisons booléennes (forme normale disjonctive).

Dans cette section, nous proposons des techniques alternatives pour opti-
miser cette représentation, en vue de diminuer le nombre de types différents
considérés dans les algorithmes, et donc leur complexité.

11.3.1 Simplification par tautologies booléennes

On peut optimiser la représentation des combinaisons booléennes en pre-
nant en compte un certain nombre de tautologies booléennes. Par exemple, la
représentation par des formes normales disjonctive tient déja compte de la com-
mutativité et de 'associativité de la réunion et de l'intersection. On peut aller
plus loin et imposer des contraintes de normalisation plus fortes. Formellement,
on considere une relation de réécriture ~» sur les BX telle que que pour toute
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interprétation ensembliste de BX dans un ensemble D, si ¢ ~ ¢/, alors [t] = [¢']
(Vinterprétation ne change pas lorsque 'on simplifie la combinaison booléenne).
Les simplifications considérées diminuent la taille des combinaisons booléennes,
ce qui assure leur terminaison. On peut normaliser toutes les combinaisons boo-
léennes manipulées, ce qui réduit leur taille, et aussi leur nombre, en permettant
d’identifier plus de combinaisons. Nous donnons quelques exemples de simplifi-
cations possibles.

Dans une forme normale disjonctive, toute « ligne » qui contient un méme
atome sous forme positive et sous forme négative en méme temps peut étre
supprimée. Cela se traduit par la regle de simplification :

PNN#0Q
{(PN)}Ut~t

Une autre simplification consiste & remarquer que si 'on peut passer d’une
ligne & l'autre dans une forme normale disjonctive en ajoutant des littéraux,
alors la ligne obtenue est inutile (car son interprétation ensembliste est incluse
dans la ligne de départ) :

PPCP NCN
{(P,N),(P',N)} Ut~ {(P',N")}Ut

On peut fusionner deux lignes égales sauf pour un atome qui apparait sous
forme positive dans 'une et négative dans I'autre. Cela correspond a la tauto-
logie : (x A A)V (mz A A) ~ A. On pose :

{(PU{z},N), (P,NU{z})} Ut~ {(P,N)} Ut

Un dernier exemple de simplification consiste a supprimer le littéral —z dans
(xAB)V(-~zANANAB):

PPCP NCN
{(P,NU{z}),(P"U{x}, N} Ut~ {(P,N),(P'U{z},N)}Ut

et symétriquement :

PCP NCN
{(P,NU{z}),(P"U{x}, N} Ut~ {(P,NU{z}),(P',N")}Ut

Plus on détecte de simplifications possibles, plus on diminue la taille et le
nombre des combinaisons booléennes manipulées. Les algorithmes qui mani-
pulent les types sont alors plus efficaces. Mais la détection de ces simplifications
peut s’avérer cotteuse en elleeméme. Il y a donc un compromis a faire dans
I'implémentation.

11.3.2 Atomes disjoints

Supposons donnée une relation d’orthogonalité entre atomes de types, notée
1, telle que deux atomes orthogonaux sont nécessairement disjoints (zly =
zAy ~ 0). On peut alors considérer des simplifications supplémentaires. Par
exemple, on peut supprimer une ligne d’une forme normale disjonctive si elle
contient deux atomes orthogonaux en position positive :
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zly
{({z,y} UP,N)} Ut~ 1

De méme, on peut supprimer d’une ligne les littéraux négatifs dont 'atome
est orthogonal a un atome positif de la méme ligne :

rly
{{z}uP{y}UN)J UL~ {({z} UP,N)} Ut

Il reste a définir la relation binaire L. On peut déja évidemment décréter
que deux atomes de genre différent (par exemple un atome fleche et un atome
produit) sont orthogonaux, et de méme pour deux types de base disjoints (pour
la représentation des combinaisons de types de base, voir la Section 11.3.4). On
peut aussi dérouler les types produit. Par exemple, on sait que Xty et t) Xt
seront disjoints dés que 1 et t] (ou t5 et t) sont disjoints. On peut aussi utiliser
I’algorithme de sous-typage pour détecter des types disjoints : évidemment, cela
a un coiit et une circularité apparait (parce que I’algorithme de sous-typage doit
pouvoir calculer des combinaisons booléennes, et il faut donc faire attention a
ne pas boucler).

11.3.3 Représentation alternative : arbres de décision

Arbres de décision binaires Plutot que de chercher a simplifier les combi-
naisons booléennes représentées par des formes normales disjonctives, on peut
utiliser directement d’autres représentations qui sont parfois plus compactes.

Une technique classique consiste a représenter les combinaisons booléennes
par des arbres de décision binaires. Formellement, il s’agit des objets engendrés
par la grammaire suivante :

t = O|1|(a?t1:t2)

On modifie la définition d’une interprétation ensembliste ; la condition inté-
ressante est :

[(a?t1 = t2)] = ([a] N [ta]) U (D\[a] N [t2])

En général, on demande a ce qu'un méme atome apparaisse au plus une
fois sur chaque branche, ce qui peut s’obtenir en pratique en choisissant un
ordre total < sur les atomes et en imposant aux atomes sur chaque branche
d’apparaitre par ordre croissant strict. Cela garantit que si le nombre d’atomes
est fini, alors le nombre de combinaisons booléennes ’est aussi. On peut définir
les opérateurs de réunion, intersection, complémentaire directement sur cette
représentation. Par exemple, si t = (a?t; : t2) et ¢ = (a’7t] : t}), on définit tV¢’
par :

(@t V) s taVith) sia=d
(a7t Vt' : V') sia<d
(a’7tVt] 1 tVt,)  sid Za

Si I’atome & la racine de ¢’ est plus grand que tous les atomes de ¢, par exemple,
on voit que t’ est « recopié » & chaque feuille de ¢; ainsi, la taille de la re-
présentation du résultat de l'opérateur V n’est plus linéaire en la taille de ses
arguments.
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Voici les regles pour calculer tAE :

(aTtiAt] s taAth) sia=d
(aTt A D taAt')  sia <d
(a'7tAE) (tAE,)  sid Za

On peut introduire diverses simplifications sur la représentation par arbres
de décision binaire, par exemple : (a?t : t) ~ t.

Il est facile de revenir a une représentation en forme normale disjonctive a
partir d’un arbre de décision binaire (chaque branche qui se termine sur une
feuille 1 donne lieu & une « ligne »). Cela permet d’utiliser cette représentation
alternative pour le stockage et les calculs sur les combinaisons booléennes en
interne, tout en gardant une interface commune pour observer ces objets.

Arbres de décision ternaires Un probleme avec les arbres de décisions
binaire est que la taille des arbres peut exploser exponentiellement lorsque I'on
calcule 'opérateur booléen réunion. Une solution est d’utiliser des arbres de
décision ternaires :

t = O|1|(a?t1:t2:t3)

La condition intéressante dans la définition d’une interprétation ensembliste
est alors :

[(@?ts < ta : t3)] = ([a] N [1]) U [t2] U (D\[a] N [ts])

Il est alors possible de définir les opérateurs booléens sur cette représentation,
et la taille de 'arbre qui représente la réunion de deux arbres est linéaire en la
somme des tailles de ces arbres. Sit = (a?ty : t2 : t3) et t' = (a/?t] : t§ : 1%), on
définit en effet tV¢' par :

(a?t1VE] : taVith : t3Vts) sia=d
(a?ty : taVE @ t3) sia=a
(a' 7] tViEh : 15) siad <a

Voici les regles pour calculer tAt :

(a7(t1Vt2)A(t’1Vt2) :0: (thtQ)/\(téth)) sia= a’

(aTti At : Tt 2 t3AY) sia<a

a' TN, tAL, : tAL sia <a
1 2 3

(La terminaison est assurée car la représentation de ¢1Vio est plus petite que
celle de t.) On voit qu'il est nécessaire, dans un cas, de repasser dans une repré-
sentation binaire au niveau supérieur (c’est-a-dire d’avoir 0 comme composante
neutre) ; cela se fait en utilisant I’équivalence (a?t; : to : t3) ~ (a?t1Viy : 0 :
t3Vte). De méme, pour calculer le complémentaire =t ot t = (a?ty : 2 : t3), on
prend

(a?_l(tg\/tg) :0: —|(t1Vt2))

On peut considérer plusieurs simplifications, telles que (a?ty : to : t3) ~ t1|to
si tl = tg, ou (a?t1 01 tg) ~ 1.
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11.3.4 Représentation des types de base

Nous utilisons des représentations spécifiques pour les combinaisons boo-
léennes de types de base. Ainsi, tout combinaison booléenne de types entier ou
caracteére (intervalles) peut étre représentée de maniére unique sous la forme
d’une réunion d’intervalles maximaux (donc disjoints). Les combinaisons boo-
léennes de types atome sont représentées de maniére unique sous 'une des formes
a1V ...Va, ou ~(a1V...Vay), les a; étant chacun de la forme ns : In ou ns : *
et tous deux & deux disjoints (c’est-a-dire que l'on ne peut pas avoir ns : In et
ns : * simultanément pour le méme namespace ns).

On représente ces réunions finies comme des ensembles (et non des sé-
quences), ce qui donne 'unicité de la représentation (on minimise ainsi le nombre
de types considérés). On peut calculer les opérations booléennes directement sur
ces représentations, et le test de vide est trivial.

11.4 Interface avec Objective Caml

L’implémentation de CDuce dispose d’un systeme d’interface avec le langage
Objective Caml. Cette interface permet :

— de réutiliser depuis les programmes CDuce la plupart des bibliotheques

OCaml existantes ;

— de développer des projets mixtes, dans lesquels des modules OCaml et des

modules CDuce cohabitent.

Le choix du langage Objective Caml est naturel dans la mesure ot il s’agit
du langage d’implémentation de CDuce (en particulier, les programmes CDuce
utilisent le systeme de gestion mémoire d’OCaml), et ou les deux langages pos-
sedent un certains nombre de traits communs : langages fonctionnels d’ordre
supérieur, avec le méme genre de sémantique - stricte, avec valeurs modifiables
en place et exceptions. De nombreuses bibliotheques OCaml encapsulent des
bibliotheques de plus bas niveau (généralement écrites en C), et leur offrent une
interface suffisamment abstraite pour CDuce (elles s’occupent par exemple de
la gestion mémoire, du rapport d’erreur par exception, et présentent suffisam-
ment d’information dans les types, par opposition aux en-tétes C). L’interface
avec OCaml permet indirectement d’utiliser ces bibliotheques (par exemple pour
accéder a des bases de données, des bibliotheques de calcul numérique, des bi-
bliothéques systemes, .. .).

La gestion mémoire étant par nature de 'implémentation de CDuce com-
mune entre CDuce et OCaml, il n’y a aucun probléme de ce coté-1a ; par exemple,
il n’y a pas a faire interagir deux ramasse-miettes (garbage collectors) différents.

Un des défis majeurs lorsque 'on veut interfacer deux langages fortement
typés est de mettre en relation les deux systemes de types. Considérons de
maniere abstraite deux langages Ly et Lo, chacun muni d’une relation de sous-
typage implicite et transparente pour la sémantique. Considérons également une
traduction ¢ — ¢ des types de L; dans les types de Lo. L’idée est qu'une valeur
du langage L1, de type t, peut étre traduite automatiquement en une valeur de
type ¢ pour étre utilisée dans Lo. Cette relation doit étre compatible avec les
relations de sous-typage : si t; < 9, alors toute valeur de type t; peut étre vue
comme une valeur de type to, et donc traduite automatiquement en une valeur
de type ty. Cette valeur peut aussi étre traduite directement en une valeur de
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type t1. Pour préserver la transparence sémantique de la subsomption, nous
devons donc avoir £; < ty dés que t; < to. Par conséquence, puisque OCaml
n’a pas de sous-typage implicite (outre I'identité), une fonction de traduction
des types CDuce vers les types OCaml est nécessairement constante. Une telle
fonction est une traduction uniforme qui oublie toute information de type, c’est-
a-dire que vues depuis OCaml, toutes les valeurs CDuce ont le méme type, disons
CDuce.value. En fait, I'implémentation de CDuce utilise naturellement un tel
type OCaml pour représenter les valeurs a I’exécution, et cette représentation est
visible depuis les programmes OCaml. Cependant, nous pouvons difficilement
parler d’une interface typée, puisque toute information de type est perdue dans
cette représentation. Nous allons définir une traduction dans 'autre sens, des
types OCaml vers les types CDuce. Puisqu’il n’y a pas de sous-typage implicite
en OCaml, la contrainte mentionnée plus haut est vide, et nous avons une grande
latitude pour définir cette traduction.

La traduction des types de base ne pose pas de probleme : par exemple, le
type OCaml int est traduit en un type intervalle i—;j ol 4 (resp. j) est le plus
petit (resp. le plus grand) entier représentable en OCaml. De méme, le type
OCaml char est traduit dans le sous-type de Char qui correspond au jeu de
caractere is0-8859-1 (le segment initial d’Unicode constitué de 256 caracteres).
Les types OCaml structurés (fleches, produits, enregistrements) sont traduits
avec les constructions similaires dans CDuce. Un type somme OCaml déclaré
par :

type t = Ay of t1 | ... | A, of &,
est traduit en le type CDuce
CAp,t) || (ALt

Les types récursifs OCaml sont évidemment traduits en des types récursifs
CDuce. Un traitement particulier est réservé aux types abstraits OCaml : ceux-
ci sont ajoutés a l'algebre de type de CDuce. Si t est un type abstrait OCaml,
une valeur de type t est, du point de vue de CDuce, une boite noire qui porte
létiquette t, son contenu effectif (une valeur OCaml de type t) restant inac-
cessible. Garder 1’étiquette t sur la valeur est nécessaire pour pouvoir effectuer
un filtrage sur les types en CDuce. Les types abstraits paramétrés ne sont pas
gérés.

Si le type OCaml t est associé au type CDuce £, avec les régles ci-dessus,
nous avons des fonctions de traduction naturelles des valeurs OCaml de type ¢
dans les valeurs CDuce de type t et réciproquement. Ces fonctions de traduction
nous servent & mettre en place le systeme d’interface entre les deux langages.

OCaml vers CDuce Le programmeur CDuce peut utiliser une valeur OCaml
M.v (M est le nom du module OCaml dans lequel est défini la valeur v) dans un
programme CDuce. Le compilateur CDuce cherche dans l'interface compilée de
M le type OCaml de M.v, soit ¢, et produit le code qui la traduit en une valeur
CDuce de type £, qui est le type donné a I'expression M.v dans le programme
CDuce.

Si la valeur posseéde un schéma de type OCaml polymorphe (une fonction
polymorphe, généralement), le programmeur doit instancier explicitement les
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variables de types utilisées avec des types CDuce. Par exemple, le schéma de
type de List.map dans la bibliotheque standard d’OCaml est :

Va.VB.(a — ) — a list — [ list

Pour utiliser cette valeur en CDuce, en instanciant a avec le type Int et 3 avec
le type [Intx], le programmeur doit écrire

List.map{Int;[Int*]}

(Les schémas étant définis modulo alpha-renommage, on donne 'instanciation
pour les variables dans ’ordre dans lequel elles apparaissent dans le schéma
de type, pour une lecture de gauche a droite.) Les fonctions de traduction au
niveau des valeurs pour les variables de types OCaml instanciées avec des types
CDuce sont des identités.

CDuce vers OCaml Une valeur CDuce v peut étre vue depuis OCaml comme
une valeur de type OCaml ¢, dés que v est bien de type £. Il n’y a pas de choix
canonique pour ¢. Par exemple, si v a le type (‘A,0—10)|(‘B,0—20), on peut la
voir comme une valeur du type OCaml t défini par :

type t = A of int | B of int

Mais on ne veut pas déclarer un tel type (rappelons que deux types concrets
OCaml, méme s’ils ont la méme définition textuelle, sont incompatibles). Par
exemple, si 'application OCaml utilise déja un type s défini par :

type s = A of int | B of int | C of string

on peut vouloir voir v comme une valeur de ce type la.

Le systeme d’interface demande au programmeur de donner explicitement
un type OCaml pour les valeurs CDuce qu’il veut utiliser depuis des modules
CDuce. Cela se fait en associant a une unité de compilation CDuce une interface
de module OCaml. Le compilateur CDuce vérifie que les valeurs CDuce exportées
par cette unité de compilation sont bien compatibles avec les types OCaml que
le fichier d’interface leur donne, et il produit un module OCaml qui effectue la
traduction des valeurs CDuce vers les valeurs OCaml.

11.5 Performances

Nous n’avons pas étudié la complexité des algorithmes présentés dans cette
these. L’algorithme de sous-typage résout en particulier le probléeme de I'inclu-
sion de langages réguliers d’arbres (donnés sous forme d’automates), qui est
EXPTIME-complet. Dans la mesure ou les types représentent en fait des auto-
mates d’arbre alternants avec complémentaire, il faut attendre une borne infé-
rieure théorique plus grande. L’étude précise de la complexité de 'algorithme
dépend évidemment de ’algorithme de calcul de prédicat inductif choisi (avec
ou sans retour-arriere, voir le Chapitre 7), et de la maniére de représenter et
calculer les connecteurs booléens (voir le Chapitre 3 et la Section 11.3).

En pratique, et sur des exemples de programmes CDuce réalistes (méme
si relativement petits), 'ensemble des algorithmes mis en jeu dans la compi-
lation des programmes CDuce semblent se comporter de maniere satisfaisante.
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Par exemple, le programme utilisé pour générer le site web de CDuce a partir
d’une description XML prend moins de deux dixiemes de seconde a compiler,
sur un Pentium 4 & 2.7 Ghz. La moitié de ce temps environ est passé dans
lalgorithme de sous-typage, qui est appelé 19956 fois (pour un total de 70999
itérations internes). Le programme fait environ 450 lignes de code CDuce, plus
environ 300 lignes qui correspondent a la DTD XHTML 1.0 Strict représentée
sous forme de types CDuce. Environ 3500 nceuds de type internes sont intro-
duits. D’autres exemples confirment le fait, constaté par Hosoya [Hos01] que
malgré la grande complexité théorique de 'algorithme de sous-typage, les di-
verses techniques d’implémentation permettent d’obtenir un algorithme efficace
au moins pour les types XML rencontrés en pratique.

Les performances a ’exécution des programmes CDuce semblent tout a fait
satisfaisantes, en particulier grace a l’algorithme de compilation efficace du fil-
trage, ainsi qu’aux techniques de représentation des valeurs a I’exécution pré-
sentées dans ce chapitre.

Nous avons délibérément choisi de ne pas présenter de mesures d’efficacité
(ni, a fortiori, des comparaisons avec d’autres langages « concurrents »). De
telles mesures évaluent tout autant la qualité de I'implémentation et celle du
langage d’implémentation que lefficacité des algorithmes. Par exemple, nous
avons observé des gains ou des pertes d’'un facteur 2 en efficacité en jouant sim-
plement sur les parametres du ramasse-miette (garbage collector) d’Objective
Caml. De méme, la suppression de code mort a entrainé une perte d’efficacité de
Pordre de 20% (probablement diie & des questions d’alignement de code). Nous
estimons que des mesures de performances ou des comparatifs ne présentent que
peu d’intérét scientifique. Le lecteur néanmoins intéressé pourra se reporter a
une publication antérieure [BCF03] ou au site web de CDuce pour ce genre de
mesures.
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Chapitre 12

Conclusion et perspectives

Le travail présenté dans cette these établit les bases théoriques du langage
CDuce. J’ai développé, en paralleéle a ces travaux théoriques, une implémentation
du langage CDuce. Un premier prototype a été réalisé des le début de la these,
et n’a pas été diffusé. Il a permis de tester la faisabilité des algorithmes mis
en jeu. Il a été completement réécerit, et CDuce 0.1 a été rendu public en juin
2003, et a permis de faire connaitre le langage aupres d’une petite communauté
d’utilisateurs.

L’objectif du travail de these, a savoir proposer un langage de programmation
fonctionnel adapté a XML, avec des traits généralistes et une implémentation
utilisable me semble atteint. J’ai proposé des solutions a plusieurs des ques-
tions ouvertes exposées dans la thése d’Hosoya [Hos01] (Records, Higher-Order
Functions, Improvement of the Type Inference Algorithm, Non-linear patterns,
Pattern Optimization), ainsi que d’autres extensions & XDuce.

Il y a eu de tres fortes interactions entre le travail d’implémentation et les
directions prises par les travaux théoriques. Parfois, 'implémentation a méme
précédé la formalisation, et la formalisation a posteriori a permis de mieux
comprendre et d’améliorer en retour 'implémentation. L’implémentation a eu
un role essentiel dans le formalisme de algebre de types (Chapitre 3) et ce
sont des considérations d’assez bas-niveau (partage des structures internes) qui
ont mené & la mise en place de la théorie du Chapitre 2. Evidemment, tous les
résultats liés aux techniques d’implémentation et aux travaux algorithmiques
ont été motivés par 'implémentation et développés en parallele. Cette theése est
donc le fruit d’un aller-retour incessant entre théorie et mise en ceuvre pratique.

L’implémentation a été réalisée dans le langage Objective Caml. Ce lan-
gage s’est révélé d’une grande aide dans la mise au point de CDuce et a tenu a
merveille ses promesses lorsque le code évoluait de maniere conséquente et néces-
sitait donc des modifications généralisées. Evidemment, la philosophie d’OCaml
n’a pu qu'imprégner la conception de CDuce; on notera des similarités syn-
taxiques et sémantiques importantes, ainsi que la présence d’une interface (Sec-
tion 11.4) pour faire interopérer les deux langages. L’implémentation de CDuce
compte, pour la version 0.2 diffusée en juillet 2004, environ 20 000 lignes de
code. Elle repose sur un certain nombre de bibliotheques développées par la
communauté des utilisateurs OCaml.

Cette these ne présente le langage CDuce lui-méme que de maniére succincte
et assez informelle (Chapitre 10). Elle n’a pas en effet vocation a se substituer a



222 Chapitre 12. Conclusion et perspectives

un manuel de référence ou a un tutoriel pour le langage. De plus, celui-ci continue
a évoluer. Le lecteur intéressé pourra se reporter & d’autres sources d’information
concernant CDuce [BCF03, Ftct04b, Ftct04a] et son implémentation.

12.1 Perspectives

Polymorphisme La question du polymorphisme, mentionnée dans la these
d’Hosoya, est toujours d’actualité. 11 s’agit d’intégrer le genre de polymorphisme
paramétrique que ’on trouve dans ML au formalisme des types de XDuce ou de
CDuce. Une des difficultés techniques est d’étendre la relation de sous-typage a
des types polymorphes, en préservant d’une part une approche ensembliste, et
d’autre part un algorithme efficace en pratique. Une autre difficulté est celle de
Iinférence pour les variables de type instanciées lors de ’appel d’une fonction
polymorphe. Enfin, il y a un choix sémantique a faire, a savoir décider si les
variables de type peuvent étre utilisées dans un motif (auquel cas la sémantique
d’une fonction polymorphe peut dépendre de l'instanciation des variables de
type, ce qui pose des problemes pour l'inférence de ces instanciations, et ce qui
peut également avoir un impact sur la représentation des valeurs a exécution).
Un travail préliminaire [HFCO5] étudiant P’ajout de polymorphisme paramé-
trique & XDuce a été mené, avec Hosoya et Castagna.

Rapprochement avec ML L’approche présentée dans cette these et pour-
suivie par le projet CDuce a été de définir un langage adapté a la manipulation
de documents XML, avec des constructions spécifiques, mais qui posséde néan-
moins des caractéristiques généralistes issues de langages existants, comme les
fonctions de premieére classe. Une autre direction possible est d’intégrer a un
langage généraliste des caractéristiques spécifiques pour XML (types et motifs
expression réguliere, en premier lieu). Une « cible » naturelle serait un langage
de la famille ML. Il s’agirait alors de voir comment rapprocher le systeme de
types de XDuce/CDuce (propagation de types qui représentent des automates),
et celui de ML (inférence par unification). Un point de départ possible serait le
systéme de types HM(X) [OSW99], qui étend celui de ML avec des contraintes.
Une autre approche serait d’introduire un unique type XML a un langage ML,
et de « raffiner » ce type (par un type expression réguliere), dans un formalisme
du style Dependent ML [Xi98, Xi99].

Inférence En CDuce, les fonctions doivent étre explicitement annotées par
leur type. Comme ces annotations peuvent en fait changer la sémantique des
programmes (car les motifs permettent de tester le type déclaré d’une fonction),
il n’est pas envisageable de les supprimer complétement. On peut néanmoins
chercher a les inférer dans certains cas, si I’on arrive a détecter que ces fonctions
ne seront pas filtrée par un test de type, ou si ’on accepte que l'algorithme d’in-
férence influe sur la sémantique des programmes (en faisant un certain choix).
En particulier, il serait agréable pour le programmeur de ne pas devoir spécifier
le type des abstractions « anonymes », passées en argument & des fonctionnelles
d’ordre supérieur. Méme sans considérer le fait que les annotations changent la
sémantique des fonctions, il semble inconcevable d’avoir une inférence « totale ».
Une des raisons est qu'une fonction peut avoir un nombre infini de types fleches
différents et incomparables (de plus, en présence de types singletons, I'ensemble
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des types d’une fonction caractérisent souvent complétement la sémantique de
la fonction, par exemple Az.x + 1, ou une fonction du genre map sur les sé-
quences). Les techniques d’inférence locale [PT98, PT00, OZZ01] constituent
un point de départ raisonnable. En fait, la structure de I'algorithme de typage
implémenté pour CDuce et décrit au paragraphe « Localisation des erreurs » de
la Section 11.1 est proche de la propagation bidirectionnelle des types dans l'in-
férence locale : il propage une contrainte de maniére descendante dans I’arbre de
syntaxe. Dans sa version actuelle, il se contente d’utiliser cette contrainte (une
borne supérieure pour le type de 'expression) pour mieux localiser les erreurs de
type (et en absence d’erreur, il renvoie un type plus fin). Il pourrait facilement
étre modifié pour utiliser cette contrainte pour « remplir » les annotations a in-
férer pour les abstractions. Ainsi, on pourrait souvent éviter de devoir spécifier
le type des abstractions anonymes utilisées comme argument de fonctionnelles
d’ordre supérieur.

Représentations des valeurs dirigée par le type et le contexte L’implé-
mentation de CDuce utilise une représentation uniforme pour toutes les valeurs
manipulées a l'exécution. Cela signifie que la représentation en machine de la
valeur permet de la connaitre completement sans disposer d’aucune information
sur son type statique. XHaskell [LS04b], au contraire, traduit les types XML sta-
tiques des expressions en des types du langage hdote (Haskell, en occurrence).
Chaque type XML posseéde sa propre représentation concrete, et pour pouvoir
utiliser une valeur d’un certain type la ott une valeur d’un super-type est atten-
due, il est nécessaire d’appliquer une coercion sur la valeur. Cela peut avoir un
colt important, mais en contrepartie, la représentation est plus compacte, et elle
permet des acces directs au milieu des séquences, 1la ou avec la représentation
uniforme, il serait nécessaire de parcourir les éléments un par un. Une approche
qu’il serait intéressant d’étudier consiste & faire dépendre la représentation non
seulement du type statique, mais aussi du contexte d’utilisation de la valeur.
Ainsi, si 'on peut prévoir qu’une coercion devra étre appliquée a la valeur, on
peut I’éviter en utilisant directement la représentation attendue. Si I’on ne peut
rien prévoir sur la valeur, on peut utiliser comme défaut une représentation
uniforme. Evidemment, cette approche nécessite une analyse de flot d’informa-
tion assez précise (on peut espérer réutiliser les travaux de Benzaken, Burelle
et Castagna [BBCO3] sur 'analyse de flot d’information pour la sécurité dans
CDuce).

Partage optimal des structures cycliques La formalisme du Chapitre 2
permet de développer le reste de la théorie sans se préoccuper des questions
de partage entre types structurellement « isomorphes ». Evidemment, les algo-
rithme sur les types (en particulier I’algorithme de sous-typage) sont d’autant
plus efficaces que le nombre de types différents manipulés est réduit. On a donc
intérét a partager le plus de types possibles, dans la mesure ou ce partage est
moins colteux que le gain obtenu. Dans I'implémentation, les types sont parta-
gés au moment de la traduction entre les types de la syntaxe externe et I’algébre
de types interne, modulo a-renommage. Les types X where X = (X, X)|Int et
X' where X’ = (X', X')|Int sont ainsi traduit en des types égaux (physique-
ment) dans 'implémentation, alors que les trois types récursifs X where X =
(X, X)|Int,Y where Y = Int|(Y,Y) et Z where Z = ((Z, Z)|Int, (Z, Z)|Int)|Int
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produisent trois types différents en interne méme s’il serait acceptable de les par-
tager. Les techniques de partage optimal de termes récursifs [Mau99, Mau00,
Con00] permettrait d’identifier X et Z (qui ne différent que par déroulement),
mais pas X et Y, qui peuvent étre rendus égaux en utilisant une propriété de
commutativité dans ’algebre interne. Il serait intéressant d’adapter ces travaux
pour prendre en compte ce genre de propriétés (associativité, commutativité,
idempotence).

On peut facilement décrire le prédicat qui détecte 1’équivalence structurelle
de deux types dans ’algebre interne sous une forme coinductive; on s’appuie
sur le fait que deux ensembles A et B sont égaux si et seulement :

(Vee A JyeB.x=y)AN(VyeB.Jx € A. z=y)

La négation de ce prédicat d’équivalence structurelle, est comme pour le sous-
typage, une propriété inductive, et ’on peut donc utiliser les algorithmes du
Chapitre 7 pour I'implémenter efficacement. Il faudrait formaliser cette tech-
nique de partage et évaluer son impact concret sur les performances du typeur.

Algebre de combinateurs : itérateurs, chemins XML, filtres CDuce
possede des itérateurs prédéfinis, pour travailler sur des séquences (Section 10.3.5)
ou des arbres XML. Le typage de ces opérateurs est beaucoup plus précis que ce
que 'on obtient avec un polymorphisme paramétrique a la ML. Il est décevant
de ne pas pouvoir définir ce genre d’opérateurs dans le langage. Hosoya [Hos04]
a introduit une opération qui généralise en méme temps le filtrage a base de
motifs expression réguliere et l'itération sur des séquences. Il serait intéressant
d’étendre cette approche pour permettre au programmeur d’intégrer également
des chemins XML (& la XPath[XPA]), et de spécifier des itérateurs qui ne pré-
servent pas nécessairement ’ordre des éléments des séquences. Une piste serait
d’introduire une algebre de combinateurs qui permet d’exprimer dans un cadre
uniforme toutes ces constructions, d’étudier dessus les questions de typage et
d’évaluation, et de proposer enfin des syntaxes agréables pour définir ces com-
binateurs. Le typage des combinateurs se ferait au moment de leur application,
lorsque le type de 'expression d’entrée est complétement connu (ce qui permet
d’itérer dessus). Les questions d’implémentation efficace pourraient donner lieu
a des développements similaires & ceux du Chapitre 8, pour prendre en compte
les types statiques.

Heuristiques et modeéles de cotiit pour le filtrage Le formalisme du Cha-
pitre 8 permet de considérer plusieurs stratégies pour la compilation du filtrage.
Nous avons décrit une stratégie séquentielle gauche-droite, et une stratégie ité-
rative. L’implémentation actuelle de CDuce utilise une stratégie séquentielle
gauche-droite.

Un schéma de compilation pour produire du code globalement séquentiel
pour un filtrage doit choisir, pour chaque requéte, entre une stratégie gauche-
droite ou une stratégie droite-gauche. Levin et Pierce [LP04] suggeérent une
heuristique de « facteur de branchement maximal ». Celle-ci peut s’adapter a
notre formalisme, en suggérant, pour chaque requéte, de choisir soit une straté-
gie gauche-droite, soit une stratégie droite-gauche. Voici comment procéder. On
utilise la construction de la Section 8.3.8 pour calculer la sous-requéte a effec-
tuer a gauche (dans une stratégie gauche-droite), et de méme, la sous-requéte a
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effectuer a droite si ’on utilisait une stratégie droite-gauche. Le facteur de bran-
chement d’une requéte est la taille maximale d’une partition disjointe de cette
requéte, c’est-a-dire d’une partition ot deux requétes atomiques qui acceptent
une valeur en commun sont nécessairement dans la méme classe (la partition
correspondante est donnée par la cloture transitive de la relation « accepter
une valeur en commun »). L’heuristique préscrit de commencer par le coté qui
maximise ce facteur de branchement. Il serait intéressant de mesurer I'impact
d’une telle heuristique.

On peut également chercher a étendre de genre d’heuristique a des stratégies
non nécessairement itérative. Une maniere de procéder, inspirée par I'optimisa-
tion de requétes dans les bases de données, est de définir un modele de cott,
c’est-a-dire d’associer un colit numérique a toute stratégie. On peut alors cher-
cher & optimiser ce cotit, soit de maniére exacte (éventuellement en listant toutes
les stratégies possibles, il n’y en a qu'un nombre fini qui n’effectuent pas plu-
sieurs fois la méme sous-requéte atomique), soit de maniere approchée. Définir
le cout des stratégies n’est pas chose aisée : il faut prendre en compte le cotlt
d’une sous-requéte, qui elle méme peut dépendre du cott du cott de la requéte
courante que ’on est en train de calculer, en cas de récursion.

12.2 Autour de CDuce

En parallele & ma these, d’autres travaux ont été initiés autour du langage
CDuce.

Analyse de sécurité pour CDuce La these de Marwan Burelle, dirigée
par Véronique Benzaken et Giuseppe Castagna, porte sur des analyses de sécu-
rité, statiques et dynamiques, pour le langage CDuce. Elles s’appuient sur une
analyse de flot d’information, en instrumentant la sémantique du langage avec
des étiquettes (qui représentent des niveaux de sécurité). Des résultats prélimi-
naires [BBCO03] ont été publiés.

Langage de requéte pour CDuce La these de Cédric Miachon, dirigée par
Giuseppe Castagna et Véronique Benzaken, étudie un langage de requéte, ap-
pelé CQL, construit au dessus du langage CDuce. CQL utilise le grand pouvoir
expressif des motifs et du filtrage de CDuce. Ces travaux ont débouché sur 1'in-
tégration dans CDuce d’une construction select .. from ... where ....Une
autre ligne de recherche, menée par Véronique Benzaken et Ioana Manolescu,
cherche a interfacer CDuce et CQL avec des systemes de stockage physique
de documents XML il s’agit d’éviter de charger intégralement des documents
potentiellement gigantesques en mémoire centrale, et d’utiliser des algorithmes
issus du monde des bases de données pour représenter efficacement les données
en mémoire de masse, avec acces aléatoire, et pour permettre I’évaluation rapide
des requétes.

Combinateurs de filtrage pour CDuce Kim Nguyen étudie dans sa these,
dirigée par Véronique Benzaken, une algebre de combinateurs qui permet de
définir des opérateurs fortement polymorphes (voir plus haut) : itérateurs, che-
mins, transformateurs dirigés par la structure. Des résultats préliminaires ont
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été obtenus lors de son stage de DEA [Ngu04] que j’ai co-encadré avec Giuseppe
Castagna et Véronique Benzaken.

Canaux et sous-typage sémantique Castagna, De Nicola et Varacca [CNV04]
définissent, en étendant ’approche ensembliste présentée dans cette these, une
relation de sous-typage pour des canaux, destinée a typer un m-calcul.
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